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Abstrak
Pada fenomena alam yang terjadi, tidak semua sistem
merupakan sistem yang stabil. Selain itu, sistem yang
terdapat di alam semesta seringkali memiliki orde yang
besar. Sistem yang mempunyai orde besar lebih rumit
daripada sistem yang mempunyai orde kecil. Oleh karena
itu, dibutuhkan penyederhanaan sistem yang berorde besar
agar sistem tersebut memiliki orde yang lebih kecil tanpa
kesalahan yang signifikan. Penyederhanaan sistem inilah
yang dimaksud reduksi model. Reduksi model hanya dapat
dilakukan pada sistem stabil, sehingga untuk sistem tak stabil
diperlukan proses dekomposisi untuk mendapatkan subsistem
stabil yang dapat direduksi. Metode Singular Perturbation
Approximation (SPA) adalah salah satu metode reduksi
model. Model tereduksi diperoleh dengan mengambil kecepatan
dari mode cepat sama dengan nol. Hasil simulasi dengan
menggunakan software MATLAB R2010a didapatkan bahwa
sistem tereduksi dengan SPA memiliki sifat yang sama
dengan sistem awal, yaitu sifat kestabialn, keterkendalian, dan
keteramatan. Hasil frekuensi respon antara sistem tereduksi
total dengan SPA dibandingkan dengan sistem tereduksi total
dengan Balanced Truncation (BT) didapatkan bahwasannya
pada frekuensi rendah sistem tereduksi yang memiliki
v
orde kecil (variabel state yang direduksi banyak) dengan
SPA cenderung sama dengan sistem awal, dibandingkan
sistem tereduksi dengan BT yang cenderung berbeda.
Kata-kunci: Reduksi model, Sistem linier tak stabil,
Sistem setimbang, Singular Pertubation
Approximation
.
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Abstract
In the natural phenomenon, many systems are unstable.
Moreover, the systems in the universe often have large order.
The system that has a large order is more complicated than
the system that has a small order. Therefore, we need
to simplify the order of the system without any significant
errors. Simplification of this system can be done using the
reduction of the model. Model reduction can only be done
on the stable system, so that the unstable system needs to be
decomposed to obtain a stable subsystem that can be reduced.
Singular Perturbation Approximation (SPA) method is one of
the model reduction method. The reduced models are obtained
by taking the speed of fast mode equal to zero. According to
our simulation results using MATLAB R2010a software, for
reduced model having a small order (many state variables are
removed) in low frequency, the model reduced using SPA is
closer to the original model compared with the model reduced
using Balanced Truncation (BT).
Keywords: Reduction model, Unstable linear systems,
Balanced systems, Singular Pertubation
Approximation
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BAB I
PENDAHULUAN
Bab ini membahas latar belakang yang mendasari
penulisan Tugas Akhir. Didalamnya mencakup identifikasi
permasalahan pada topik Tugas Akhir. Kemudian
dirumuskan menjadi permasalahan yang akan diberikan
batasan-batasan untuk membatasi pembahasan pada Tugas
Akhir ini.
1.1 Latar Belakang
Dewasa ini dunia sains dan teknik semakin berkembang,
permasalahan yang muncul pun semakin banyak. Saat
ini matematika memiliki peran yang cukup penting
dalam menyelesaikan permasalahan yang ada. Salah
satunya dengan menggunakan pemodelan matematika.
Pemodelan matematika digunakan untuk merepresentasikan
permasalahan tersebut untuk diselesaikan. Model adalah
alat yang berguna untuk menganalisis maupun merancang
sistem. Sistem merupakan suatu kombinasi dari beberapa
komponen yang bekerja bersama-sama untuk mendapatkan
tujuan tertentu. Suatu sistem memiliki masukan, proses, dan
keluaran. Masukan dan keluaran sistem yang disajikan oleh
signal atau fungsi dari waktu bisa merupakan waktu yang
kontinu atau diskrit. Analisis sistem waktu diskrit memiliki
sifat yang sama seperti waktu kontinu. Pada kedua sistem
tersebut dapat dilakukan analisis pada sistem mengenai
kestabilannya. Dari analisis tersebut terlihat bahwa terdapat
sistem yang stabil dan tidak stabil.
Pada fenomena alam yang terjadi, tidak semua sistem
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2merupakan sistem yang stabil. Selain itu, sistem yang
terdapat di alam semesta seringkali memiliki orde yang
besar. Sehingga dihasilkan model matematika yang memiliki
banyak variabel keadaan (state). Semakin banyak variabel
yang digunakan, model matematika tersebut akan semakin
mendekati nilai fenomena ataupun sistem nyata yang
sebenarnya. Tentunya hal ini mempengaruhi waktu
komputasi karena semakin besar ukuran sistem, waktu
komputasi yang dibutuhkan semakin lama pula. Sistem
yang mempunyai orde besar lebih rumit daripada sistem
yang mempunyai orde kecil. Oleh karena itu, dibutuhkan
penyederhanaan sistem yang berorde besar agar sistem
tersebut memiliki orde yang lebih kecil tanpa kesalahan yang
signifikan. Penyederhanaan sistem inilah yang dimaksud
reduksi model[1].
Saat ini telah banyak dikembangkan beberapa
metode reduksi model, diantaranya adalah metode
aproksimasi perturbasi singular (Singular Perturbation
Approximation/SPA). Pada model tereduksi dengan metode
SPA, semua variabel keadaan dari sistem setimbang dipartisi
menjadi mode cepat dan lambat, variabel keadaan yang
bersesuaian dengan nilai singular Hankel kecil didefinisikan
sebagai mode cepat, sedangkan variabel keadaan yang
bersesuaian dengan nilai singular Hankel yang lebih besar
didefinisikan sebagai mode lambat. Selanjutnya, model
tereduksi diperoleh dengan mengambil kecepatan dari mode
cepat sama dengan nol.
Reduksi model dengan metode SPA dibahas oleh
Rochmah, Fatmawati dan Purwati[2] yang membahas
mengenai reduksi model sistem linier waktu diskrit dengan
metode SPA dan menerapkannya pada masalah konduksi
panas yang merupakan sistem stabil. Model tereduksi dengan
menggunakan metode SPA pada sistem linier juga telah dikaji
3oleh beberapa peneliti. Muscato, Nunnari dan Fortuna[3]
meneliti tentang reduksi model dengan pendekatan SPA
pada sistem yang terbatas di nilai real. Sedangkan Liu dan
Anderson[4] meneliti tentang hubungan antara metode SPA
dan metode pemotongan langsung dalam model tereduksi
baik dalam sistem linier waktu kontinu maupun waktu
diskrit.
Salah satu permasalahan mengenai reduksi model pada
sistem waktu diskrit tak stabil dibahas oleh Deepak Kumar
dkk[5]. Deepak Kumar membahas mengenai reduksi model
pada sistem waktu diskrit tak stabil dengan pendekatan
Norm Hankel. Pada sistem tak stabil Deepak Kumar
melakukan pemisahan antara sistem stabil dan sistem tak
stabil dengan algoritma dekomposisi. Selanjutnya pada
sistem stabil hasil dekomposisi dilakukan adanya reduksi
model dengan pendekatan Norm Hankel. Model akhir berupa
penambahan sistem tak stabil hasil dekomposisi dan sistem
stabil hasil reduksi model dengan pendekatan norm hankel.
Diperoleh bahwa reduksi model dengan pendekatan norm
hankel (Hankel Norm Approximation) dapat dilakukan pada
sistem waktu diskrit tak stabil. Dalam penyelesaian reduksi
model pada sistem tak stabil berbeda dengan penyelesaian
sistem stabil. Oleh karena itu, perlu adanya kajian khusus
mengenai reduksi model pada sistem tak stabil.
Berdasarkan latar belakang di atas, pada Tugas Akhir
ini dilakukan analisis reduksi model pada sistem linier waktu
diskrit tak stabil dengan menggunakan metode SPA. Setelah
didapatkan model tereduksi, kemudian akan dilakukan
analisis terhadap sifat-sifat sistem tereduksi. Setelah itu akan
dilakukan simulasi untuk sistem awal dan sistem tereduksi
dengan menggunakan software MATLAB R2010a.
41.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian di atas, permasalahan yang
diselesaikan dalam Tugas Akhir ini adalah:
1. Bagaimana analisis sifat sistem tereduksi pada sistem
linier waktu diskrit tak stabil dengan metode SPA?
2. Bagaimana perbandingan frekuensi respon antara
sistem awal dan sistem tereduksi dengan metode SPA?
3. Bagaimana perbandingan error sistem tereduksi antara
metode SPA dan BT?
1.3 Batasan Masalah
Berdasarkan rumusan masalah di atas, batasan masalah
dari Tugas Akhir ini adalah:
1. Sistem yang digunakan adalah sistem linier waktu
invarian.
2. Sistem dengan nilai eigen sama dengan 1 tidak dibahas.
3. Multiplisitas aljabar sama dengan multiplisitas
geometri.
4. Sifat sistem yang dibahas adalah kestabilan,
keterkendalian, dan keteramatan.
5. Software yang digunakan adalah MATLAB R2010a.
1.4 Tujuan
Adapun tujuan Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut:
1. Mengetahui sifat model yang diperoleh dari sistem
tereduksi pada sistem linier waktu diskrit tak stabil
dengan metode SPA.
52. Mengetahui perbandingan frekuensi respon antara
sistem awal dan sistem tereduksi dengan metode SPA.
3. Mengetahui perbandingan error sistem tereduksi antara
metode SPA dan BT.
1.5 Manfaat
Adapun manfaat Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut :
1. Sebagai suatu bentuk kontribusi dalam pengembangan
ilmu matematika terapan.
2. Memberikan informasi mengenai penerapan reduksi
model pada model matematika yang memiliki orde
besar sehingga dapat mempermudah penghitungan dan
analisis.
3. Sebagai literatur penunjang bagi mahasiswa yang
menempuh jenjang sarjana.
1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan disusun dalam lima bab, yaitu:
1. BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang gambaran umum dari penulisan
yang meliputi latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan, manfaat, dan sistematika penulisan.
2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini membahas landasan teori yang mendasari
penulisan Tugas Akhir. Didalamnya mencakup
penetlitian terdahulu, sistem linier waktu diskrit beserta
analisis sifat-sifat pada sistem dan metode untuk
mereduksi model pada sistem.
3. BAB III METODE PENELITIAN
Bab ini menjelaskan langkah-langkah yang digunakan
6dalam penyelesaian masalah pada Tugas Akhir.
Disamping itu, dijelaskan pula prosedur dan proses
pelaksanaan tiap-tiap langkah yang dilakukan dalam
menyelesaikan Tugas Akhir.
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dijelaskan secara detail mengenai
sifat-sifat sistem, dekomposisi sistem tak stabil,
pembentukan sistem setimbang dan analisinya,
pembentukan sistem tereduksi dan analisisnya, serta
simulasi.
5. BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya serta
saran untuk pengembangan penelitian selanjutnya.
BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini membahas landasan teori yang mendasari
penulisan Tugas Akhir. Didalamnya mencakup penetlitian
terdahulu, sistem linier waktu diskrit beserta analisis sifat-
sifat pada sistem dan metode untuk mereduksi model pada
sistem.
2.1 Penelitian Terdahulu
Masalah waktu komputasi sangat dipengaruhi oleh
besarnya ukuran sistem. Semakin besar ukuran sistem,
maka semakin besar pula waktu komputasi yang dibutuhkan.
Oleh karena itu, didalam aplikasi sangat diperlukan untuk
menyederhanakan suatu sistem yaitu dengan cara membentuk
sistem yang lebih sederhana tanpa kesalahan yang signifikan.
Modifikasi untuk mengganti sistem yang berukuran besar
dengan dengan sistem yang lebih sederhana tanpa kesalahan
yang signifikan disebut dengan reduksi model. Gregoriadis
membahas syarat perlu dan cukup untuk eksistensi solusi
permasalahan model reduksi untuk waktu kontinu dan
diskrit[1].
Pada tahun 2015, telah dilakukan penelitian reduksi
model sistem linier waktu diskrit dengan metode
aproksimasi perturbasi singular (Singular Perturbation
Approximation/SPA) dan menerapkannya pada masalah
konduksi panas. Sistem yang akan di reduksi merupakan
sistem yang stabil asimtotik terkendali dan teramati. Dari
hasil penelitian tersebut dihasilkan model tereduksi yang
stabil asimtotik. Pada frekuensi rendah respon frekuensi
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8sistem awal berorde penuh cenderung sama dengan respon
frekuensi sistem yang telah direduksi, sedangkan pada
frekuensi tinggi cenderung berbeda[2].
Pada tahun 2016, telah dilakukan penelitian tentang
analisis reduksi model pada sistem linier waktu diskrit tak
stabil dengan metode pemotongan setimbang (Balanced
Truncation/BT). Sistem dibuat secara sebarang sehingga
menghasilkan sistem yang tak stabil. Hasil simulasi dari
frekuensi response antara sistem awal dan sistem tereduksi,
terlihat bahwa karakteristik sistem awal dan sistem tereduksi
hampir menujukkan kesamaan dan dari perbandingan error
antara sistem awal dan sistem tereduksi terlihat bahwa
semakin kecil variabel yang direduksi akan memiliki error
semakin kecil[6].
Pada Tugas Akhir ini akan dibahas tentang analisis
reduksi model pada sistem linier waktu diskrit tak stabil
dengan metode SPA.
2.2 Landasan Teori
2.2.1 Sistem Linier Waktu Diskrit
Diberikan suatu sistem linear waktu diskrit sebagai
berikut:[7] {
xk+1 = Axk +Buk
yk = Cxk +Duk
(2.2.1)
dengan,
xk ∈ Rn :variabel keadaan pada waktu k,
uk ∈ Rm :vektor masukan deterministik pada waktu k,
uk ∈ Rm :vektor keluaran pada waktu k,
Sistem (A,B,C,D) dapat dinyatakan sesuai Persamaan
(2.2.1). A,B,C,D masing-masing adalah matriks-matriks
konstan dengan ukuran yang bersesuaian dan diasumsikan A
9merupakan matriks non singular.
Fungsi transfer dari sistem (A,B,C,D) dinotasikan G(z)
dan didefinisikan sebagai berikut:[7]
G(z) = C(zI −A)−1B +D (2.2.2)
2.2.2 Sifat-Sifat Sistem
Sifat-sifat dari suatu sistem meliputi tiga hal, diantaranya
kestabilan, keterkendalian dan keteramatan.
Kestabilan dari Segi Nilai Karakteristik
Definisi 2.2.1. [7]
Diberikan sistem linear diskrit sesuai dengan Persamaan
(2.2.1), dengan xk ∈ Rn adalah variabel keadaan pada
waktu k dan A adalah matriks konstan dengan ukuran yang
bersesuaian. Misalkan xe disebut titik setimbang.
i. Titik setimbang xe dikatakan stabil bila untuk setiap
ε>0, terdapat δ>0 sedemikian hingga untuk setiap
solusi xk yang memenuhi ‖x0 − xe‖≤δ maka berlaku
‖xk − xe‖≤ε untuk setiap k ≥ 0.
ii. Titik setimbang xe dikatakan stabil asimtotik jika xe
stabil dan bila terdapat δ1 > 0 sedemikian rupa sehingga
untuk setiap solusi xk yang memenuhi ‖x0 − xe‖≤δ1
maka berlaku limk→∞ ‖ xk − xe ‖= 0.
Berdasarkan Definisi 2.2.1 untuk menyelidiki kestabilan sistem
(A,B,C,D), maka syarat kestabilan sistem dapat ditentukan
seperti pada teorema berikut.
Teorema 2.2.1. [7]
Sistem linear diskrit, seperti yang dinyatakan pada Persamaan
(2.2.1), adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika |λi(A)| < 1
untuk i = 1, ..., n dengan λi(A) adalah nilai eigen matriks A.
Sedangkan jika |λi(A)| ≤ 1, maka sistem diskrit adalah stabil.
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Keterkendalian
Diberikan suatu sistem diskrit yang dapat dinyatakan
dalam bentuk:[7]
x((k + 1)N) = Ax(kN) +Bu(kN) (2.2.3)
dengan,
x(kN) :vektor keadaan berukuran nx1 pada saat waktu k
sampling,
u(kN) :vektor masukan pada saat waktu k sampling,
A :matriks non singular berukuran nxn,
B :matriks berukuran nx1,
N :periode sampling,
Diasumsikan u(t) = u(kN) adalah konstan untuk kN ≤ t <
(k+1)N . Keadaan awal diambil sebarang, sedangkan keadaan
akhirnya adalah titik asal. Pengertian keterkendalian sistem
diskrit diberikan oleh definisi berikut.
Definisi 2.2.2. [7]
Sistem diskrit seperti yang diberikan pada Persamaan (2.2.3)
adalah terkendali jika terdapat potongan konstan dari vektor
masukan u(kN) yang didefinisikan atas bilangan berhingga
dari periode sampling 0 ≤ kN < nN , sedemikian sehingga,
mulai dari setiap keadaan awal x(kN) dapat ditranfer atau
dibuat nol untuk kN ≥ nN pada keadaan xf = x(nN) dalam
n periode sampling. Jika setiap keadaan adalah terkendali,
maka sistem disebut terkendali.
Berdasarkan Definisi 2.2.2 tersebut, maka sistem diskrit
dapat dikatakan terkendali jika dimulai dari sembarang state
awal dapat dibawa ke sembarang state akhir dengan diberikan
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kendali u berhingga dan dalam waktu berhingga. Selanjutnya
untuk syarat-syarat keterkendalian sistem diskrit diberikan
pada teorema berikut.
Teorema 2.2.2. [7]
Diberikan matriks keterkendalian Mc sebagai berikut:
Mc=
(
B AB · · · An−1B )
Sistem diskrit yang diberikan pada Persamaan (2.2.3)
terkendali jika dan hanya jika rank dari matriks
keterkendalian Mc adalah sama dengan n.
Keteramatan
Diberikan suatu sistem diskrit yang dapat dinyatakan
dalam bentuk:[7]{
x((k + 1)N) = Ax(kN)
y(kN) = Cx(kN)
(2.2.4)
dengan,
x(kN) :vektor keadaan berukuran nx1 pada saat waktu k
sampling,
y(kN) :vektor keluaran berukuran mx1 pada saat waktu k
sampling,
A :matriks non singular berukuran nxn,
C :matriks berukuran mxn,
N :periode sampling,
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Definisi 2.2.3. [7]
Sistem pada Persamaan (2.2.4) dikatakan teramati jika setiap
keadaan awal x(0) dapat ditentukan dari pengamatan y(kN)
selama selang waktu yang terhingga. Oleh karena itu, suatu
sistem teramati jika setiap transisi keadaannya mempengaruhi
setiap elemen vektor keluaran.
Berdasarkan Definisi 2.2.3, Keteramatan berarti bahwa untuk
pengamatan y(0), y(N), y(2N), ..., y(PN) dengan P = n − 1
harus dapat menentukan x1(0), x2(0), ..., xn(0). Sehingga
syarat perlu dan cukup dari keteramatan dapat diberikan
pada teorema berikut.
Teorema 2.2.3. [7]
Diberikan matriks keteramatan Mo sebagai berikut:
Mo=
(
CT ATCT · · · (AT )n−1CT )
Sistem diskrit yang diberikan pada Persamaan (2.2.4)
teramati jika dan hanya jika rank dari matriks keteramatan
Mo adalah sama dengan n.
2.2.3 Gramian Keterkendalian dan Gramian
Keteramatan
Diberikan sistem linier diskrit sebagai sistem (A,B,C,D).
Pada sistem (A,B,C,D) juga didefinisikan gramian
keterkendalian W , dan gramian keteramatan M , yaitu:
W =
∞∑
k=0
AkBBT (AT )k (2.2.5)
M =
∞∑
k=0
(AT )kCTCAk (2.2.6)
Hubungan antara sifat kestabilan, keterkendalian dan
keteramatan sistem dengan gramian keterkendalian W , dan
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gramian ketermatan M , dapat dinyatakan dalam teorema
berikut.
Teorema 2.2.4. [8]
Diberikan sistem (A,B,C,D) yang stabil, terkendali dan
teramati. Gramian keterkendalian W , dan gramian
ketereamatan M , masing-masing merupakan penyelesaian
tunggal dan definit positif dari persamaan Lyapunov
AWAT +BBT −W = 0 (2.2.7)
ATMA+ CTC −M = 0 (2.2.8)
Pada Teorema 2.2.4 sistem (A,B,C,D) yang stabil
dimaksud adalah sistem stabil asimtotik. Sehingga, sistem
(A,B,C,D) adalah sistem yang stabil asimtotik, terkendali,
dan teramati.
2.2.4 Dekomposisi Sistem Tak Stabil
Dekomposisi sistem tak stabil merupakan metode
pemisahan antara subsistem stabil dan tak stabil. Algoritma
dekomposisi dapat dilakukan dengan dua tahap transformasi.
Pada tahap pertama, transformasi real Schur bentuk blok.
Menggunakan matriks Unitary Ud dalam bentuk blok diagonal
atas Schur, sehingga nilai-nilai eigen dari transformasi sistem
diatur berdasarkan urutan nilai absolut dari nilai eigennya.
Jika x sistem awal dan Ud transformasi matriks unitary, maka
xt hasil dari transformasi sistem dengan x = Udxt.
Pada transformasi tahap kedua, dilakukan dengan
menyelesaikan persamaan umum Lyapunov dan melanjutkan
untuk transformasi tahap kedua menggunakan transformasi
xt = Wdxd, dimana xd adalah tahap akhir dari transformasi
variabel keadaan dan Wd adalah tahap akhir dari transformasi
matriks. Sehingga akan diperoleh pemisahan antara subsistem
stabil dan tak stabil[9]. Dari dekomposisi ini akan
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menghasilkan subsistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) dan subsistem
tak stabil (Au, Bu, Cu, Du).
2.2.5 Reduksi Model dengan SPA
Reduksi model merupakan upaya untuk mengganti model
atau sistem yang berukuran besar dengan model yang lebih
sederhana tanpa kesalahan yang signifikan, atau dengan
katalain error terhadap sistem awal (A,B,C,D) kecil.
Reduksi model dapat dilakukan dengan beberapa metode,
salah satunya dengan menggunakan metode SPA. Reduksi
model dengan metode SPA, diawali dengan cara membentuk
sistem setimbang.
Sistem Setimbang
Sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah sistem baru yang
diperoleh dari sistem awal (As, Bs, Cs, Ds) dengan gramian
keterkendalian W˜ dan gramian keteramatan M˜ yang sama
dan merupakan matriks diagonal Σ. Sistem setimbang
diperoleh dengan mentransformasikan sistem awal terhadap
matriks transformasi T :
didapatkan,
A˜s = T
−1AsT, B˜s = T−1Bs, C˜s = CsT, D˜s = Ds
Sistem setimbang dari (As, Bs, Cs, Ds) dapat dituliskan
sebagai berikut: {
x˜k+1 = A˜sx˜k + B˜su˜k
y˜k = C˜sx˜k + D˜su˜k
(2.2.9)
Untuk selanjutnya sistem setimbang ini disebut sebagai sistem
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
Hubungan antara sistem setimbang dengan gramian
keterkendalian dan gramian keteramatan sistem, dapat dilihat
pada definisi berikut.
15
Definisi 2.2.4. [8]
Sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) disebut sistem setimbang dari sistem
(As, Bs, Cs, Ds) jika sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) mempunyai
gramian keterkendalian W˜ , dan gramian keteramatan M˜ ,
yang merupakan solusi tunggal dari persamaan Lyapunov
A˜sW˜ A˜s
T
+ B˜sB˜s
T − W˜ = 0 (2.2.10)
A˜s
T
M˜A˜+ C˜s
T
C˜s − M˜ = 0 (2.2.11)
Sedemikian sehingga memenuhi
W˜ = M˜ =
∑
= diag(σ1, σ2, · · · , σr)
, σ1 ≥ · · · ≥ σr ≥ · · · ≥ σn > 0.
dengan σi nilai singular Hankel dari sistem (A,B,C,D) yang
dapat didefinisikan sebagai
σi =
√
λi(WM) , i = 1, 2, ..., n,
dengan λi adalah nilai-nilai eigen dari gramian keterkendalian
W dan gramian keteramatan M .
Metode Reduksi Model dengan SPA
Pada reduksi model dengan metode SPA, semua variabel
keadaan pada sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
dipartisi menjadi mode cepat dan lambat. Sebelum
melakukan reduksi model pada suatu sistem, sistem
tersebut harus memenuhi sifat-sifat sistem. Sifat-sifat
yang dimaksudkan adalah sifat stabil asimtotik, terkendali,
dan teramati. Ketiga sifat tersebut dibutuhkan untuk dapat
memperoleh nilai singular Hankel yang mana merupakan
representasi dari variabel keadaan yang akan direduksi dan
tidak. Variabel keadaan yang bersesuaian dengan nilai
singular Hankel kecil didefinisikan sebagai mode cepat,
sedangkan variabel keadaan yang bersesuaian dengan nilai
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singular Hankel yang lebih besar didefinisikan sebagai mode
lambat. Selanjutnya, model tereduksi diperoleh dengan
mengambil kecepatan dari mode cepat sama dengan nol.
Selanjutnya, pada sistem yang telah direduksi dengan metode
SPA, sifat kestabilan yang berlaku pada sistem semula juga
berlaku pada sistem yang telah direduksi.
Setelah diperoleh sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
dengan gramian keterkendalian dan keteramatan yang
sama dengan gramian kesetimbangan Σ, selanjutnya
sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dipartisi sesuai dengan gramian
kesetimbangan Σ = diag( Σ1,Σ2 ) dengan Σ1 =
diag(σ1, σ2, · · · , σr) dan Σ2 = diag(σr+1, σr+2, · · · , σn)
dengan demikian, realisasi sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditulis sebagai:(
x˜1(k + 1)
x˜2(k + 1)
)
=
(
A˜11 A˜12
A˜21 A˜22
)(
x˜1(k)
x˜2(k)
)
+
(
B˜1
B˜2
)
u(k)
(2.2.12)
y˜(k) =
(
C˜1 C˜2
)
+ D˜u(k) (2.2.13)
Dengan x˜1 ∈ Rr dan A˜11 ∈ Rrxr bersesuaian dengan gramian
Σ1, dan x˜2(k) ∈ Rn − r bersesuaian dengan Σ2.
Langkah selanjutnya, mengambil x˜2(k + 1) = 0, sehingga
diperoleh model tereduksi yang berukuran r yang dapat
dinyatakan dalam bentuk:{
x˜rk+1 = A˜srx˜k + B˜sru˜k
y˜rk = C˜srx˜k + D˜sru˜k
(2.2.14)
Untuk selanjutnya sistem tereduksi ini disebut sebagai sistem
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr). Adapun teorema kestabilan model
tereduksi dengan metode SPA diberikan sebagai berikut.
Teorema 2.2.5. [2]
Jika sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) merupakan sistem yang stabil
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asimtotik, maka model tereduksi dengan metode SPA
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) juga merupakan sistem yang stabil
asimtotik.
Dari model tereduksi dengan metode SPA pada sistem
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) yang stabil asimtotik, terkendali dan teramati
berorde n dihasilkan sistem tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
berorde r < n yang stabil asimtotik.
Teorema 2.2.6. [10]
Diberikan sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) yang stabil asimtotik,
terkendali, teramati dan setimbang dengan Gramian W˜ =
M˜ = diag(σ1, σ2, ..., σn, σ1≥σ2≥...σn > 0 jika σr >
σr+1 maka sistem tereduksi dengan orde r juga akan stabil
asimtotik, terkendali dan teramati serta memenuhi ‖ Gs −
Gsr ‖∞≤ 2(σr+1 + ...+ σn),
dengan Gs dan Gsr masing-masing adalah fungsi transfer
sistem (As, Bs, Cs, Ds) dan sistem tereduksinya.
Setelah didapatkan sistem tereduksi seperti pada
Persamaan (2.2.14) yang memenuhi Teorema 2.2.6 maka
reduksi model pada sistem tak stabil dapat diperoleh sebagai
berikut.
Gr = Gsr +Gu (2.2.15)
dengan :
Gr :Sistem tereduksi total dengan SPA
Gsr :Sistem tereduksi dengan SPA
Gu :Sub sistem tak stabil hasil dekomposisi
Halaman ini sengaja dikosongkan.
BAB III
METODE PENELITIAN
Bab ini menjelaskan langkah-langkah yang digunakan
dalam penyelesaian masalah pada Tugas Akhir. Disamping
itu, dijelaskan pula prosedur dan proses pelaksanaan tiap-tiap
langkah yang dilakukan dalam menyelesaikan Tugas Akhir.
3.1 Tahapan Penelitian
a. Studi Literatur
Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan
dengan cara mencari referensi yang menunjang
penelitian.
b. Analisis Sifat Sistem Awal
Setelah tahap studi literatur, tahap kedua yang
dilakukan adalah analisis model awal sistem. Analisis
yang dimaksud meliputi analisis sifat dan perilaku
sistem. Seperti analisis kestabilan, keterkendalian dan
keteramatan pada sistem tersebut.
c. Sistem Tak Stabil
Setelah sistem awal di analisis, dapat dilihat dari nilai
eigennya bahwa sistem awal merupakan sistem yang tak
stabil.
d. Dekomposisi Sistem Tak Stabil
Tahap ini dilakukan dengan melakukan pemisahan dari
sistem yang tak stabil sehingga diperoleh subsistem
stabil dan subsistem tak stabil.
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e. Reduksi Model dengan SPA
Pada tahap ini dilakukan reduksi model subsistem stabil
dengan menggunakan metode SPA agar menghasilkan
model dengan steady-state yang jumlahnya lebih sedikit
dan sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan
yang berlaku pada sistem semula juga berlaku pada
sistem yang telah direduksi.
f. Sistem Tereduksi Total
Tahap ini merupakan penggabungan antara subsistem
stabil yang telah direduksi dengan subsistem tak stabil.
g. Analisis Sifat Sistem Tereduksi Total
Pada tahap ini dilakukan analisis sifat model yang
telah direduksi. Analisis yang dilakukan berupa analisis
kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Analisis
sistem tereduksi dilakukan untuk melihat apakah sifat-
sifat sistem tereduksi sama dengan sifat-sifat model awal
atau tidak.
h. Simulasi
Tahap ini dilakukan dengan mengambil contoh sistem
tak stabil dengan melakukan metode dari reduksi
model sehingga diperoleh model akhir. Sehingga
dapat dilakukan simulasi MATLAB R2010a untuk
mendapatkan hasil optimal.
i. Analisis Hasil dan Kesimpulan
Pada tahap ini, berdasarkan hasil yang didapatkan
pada tahap sebelumnya, akan ditarik kesimpulan.
Apakah reduksi model menggunakan metode SPA pada
pengaplikasiannya optimal.
j. Penyusunan Laporan Hasil Penelitian
Pada tahap ini dilakukan penyusunan laporan
berdasarkan hasil analisis dan penelitian.
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3.2 Diagram Alir Metodologi Penelitian
Gambar 3.1: Diagram Alir Metodologi Penelitian
Halaman ini sengaja dikosongkan.
BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dijelaskan secara detail mengenai sifat-
sifat sistem, dekomposisi sistem tak stabil, pembentukan
sistem setimbang dan analisinya, pembentukan sistem
tereduksi dan analisisnya, serta simulasi.
4.1 Sistem Awal
Sistem awal yang digunakan pada pembahasan ini adalah
sistem linier waktu diskrit. Pada sistem linier waktu diskrit
seperti pada Persamaan (2.2.1) akan dilakukan analisis sifat
sistem, meliputi sifat kestabilan, sifat keterkendalian, dan sifat
keteramatan.
4.1.1 Kestabilan dari Segi Nilai Karakteristik
Seperti halnya dengan sistem kontinu, untuk melihat
kestabilan dari sistem diskrit juga dilihat berdasarkan
penyelesaian dari sistem tersebut. Sistem diskrit pada
Persamaan (2.2.1)dapat ditulis sebagai.
xk+1 = Axk (4.1.1)
Dengan menggunakan metode rekursi:
x(1) = Ax(0)
x(2) = Ax(1) = AAx(2) = A2x(0)
...
x(k) = Akx(0) (4.1.2)
Pandang Persamaan (4.1.2), penyelesaian x(k) dapat
dinyatakan sebagai fungsi x(0), yaitu:
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x(k) = Φ(k)x(0)
dengan Φ(k) = Ak
dengan melakukan transformasi z pada kedua ruas dari
Persamaan (4.1.1), maka diperoleh:
zX(z)− zx(0) = AX(z)
zX(z)−AX(z) = zx(0)
(zI −A)X(z) = zx(0)
(zI −A)−1(zI −A)X(z) = (zI −A)−1[zx(0)]
X(z) = (zI −A)−1zx(0)
dengan X(z) = Z[x(k)]
Selanjutnya dengan membalik transformasi z, diperoleh:
x(k) = Z−1[(zI −A)−1z]x(0)
atau dapat dituliskan kembali sebagai
Φ(k) = Z−1[(zI −A)−1z]
dengan Φ(k) adalah matriks transisi. Sehingga pada
Persamaan (4.1.1), mempunyai penyelesaian:
x(k) = Φ(k)x(0)
dengan Φ(k) yang disebut sebagai matriks transisi dan Φ(k) =
Ak = Z−1[(zI −A)−1z]
Karena nilai x(0) adalah konstan, maka nilai dari
penyelesaian x(k) bergantung pada Φ(k) = Ak =
Z−1[(zI − A)−1z] dengan A adalah matriks bujur sangkar
sembarang berukuran nxn dengan nilai eigen λi, ..., λk untuk
(k≤n). Sehingga untuk menentukan Φ(k),maka dapat dilihat
berdasarkan bentuk-bentuk dari matriks A, yaitu:
i. Jika A Adalah Matriks Diagonal
A =
 λi · · · 0... . . . ...
0 · · · λn

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maka
Ak =
 λ
k
i · · · 0
...
. . .
...
0 · · · λkn

Jika |λi| < 1, i = 1, ..., n maka λki → 0 untuk k → ∞
sehingga Ak → 0, atau sama artinya dengan Φ(k) → 0.
mak penyelesaian dari x(k) → 0 untuk k → ∞. Jadi
sistem stabil asimtotik jika |λi|, i = 1, ..., n.
atau menggunakan rumus Φ(k) = Ak = Z−1[(zI −
A)−1z], maka:
(zI −A) =
 z − λ
k
i · · · 0
...
. . .
...
0 · · · z − λkn

(zI −A)−1 =

1
(z−λki )
· · · 0
...
. . .
...
0 · · · 1
(z−λkn)

(zI −A)−1z =

z
(z−λki )
· · · 0
...
. . .
...
0 · · · z
(z−λkn)

Φ(k) = Ak = Z−1[(zI −A)−1z]
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Φ(k) = Z−1 =

z
(z−λki )
· · · 0
...
. . .
...
0 · · · z
(z−λkn)

Φ(k) = Ak =
 λ
k
i · · · 0
...
. . .
...
0 · · · λkn

Maka dapat dilihat bahwa, jika |λi| < 1, i = 1, ..., n
maka λki → 0 untuk k → ∞ Sehingga Ak → 0,, atau
sama artinya dengan Φ(k)→ 0. Penyelesaiannya adalah
x(k) → 0 untuk k → ∞. Jadi sistem asimtotik jika
|λi| < 1, i = 1, ..., n.
Selanjutnya akan ditinjau bagaimana analisis sifat
kestabilan untuk nilai |λi| = 1 i = 1, ..., n jika matriks
A adalah matriks diagonal.
Ak =
 λ
k
i · · · 0
...
. . .
...
0 · · · λkn

Dapat dilihat bahwa, jika |λi| = 1 i = 1, ..., n, maka
λki = 1 untuk k →∞.
Sehingga Ak = 1, atau sama artinya dengan Φ(k) = 1.
Jadi penyelesaian x(k) = x(0) untuk k → ∞. Maka
sistem akan stabil.
ii. Jika A Adalah Matriks yang Tidak Dapat Didiagonalkan
Jika matriks A tidak dapat didiagonalkan, maka
akan dibawa ke dalam bentuk Jordan. Salah satu
penyebab sebuah matriks tidak dapat didiagonalkan
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adalah multiplisitas geometri (dimensi dari ruang eigen)
lebih kecil dari multiplisitas aljabarnya (jumlah nilai
eigen λ yang sama).
A = TJT−1
dari bentuk Jordan di atas, akan didapatkan persamaan
sebagai berikut.
A2 = AA = (TJT−1)(TJT−1) = TJ2T−1
A3 = A2A = (TJ2T−1)(TJT−1) = TJ3T−1
...
Ak = TJkT−1
Selanjutnya, Suatu blok Jordan Ji adalah matriks
segitiga atas k × k dengan bentuk:
Ji =
 λi 1 0... λi 1
0 · · · λi

J =
 J1 · · · 0... . . . ...
0 · · · Jn

maka
Jk =
 J
k
1 · · · 0
...
. . .
...
0 · · · Jkn

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dan
Jki =

λki kλ
k−1
i
1
2!k
2λk−2i · · · k
dij−1
(dij−1)!λ
k−dij
i
. . .
. . .
. . .
...
. . .
. . . 1
2!k
2λk−2i
. . . kλk−1i
0 λki

Maka dapat dilihat bahwa, jika |λi| < 1, i = 1, ..., n
maka λki → 0 untuk k → ∞ Sehingga Ak → 0, atau
sama artinya dengan Φ(k)→ 0. Penyelesaiannya adalah
x(k) → 0 untuk k → ∞. Jadi sistem asimtotik jika
|λi| < 1, i = 1, ..., n.
Selanjutnya akan ditinjau bagaimana analisis sifat
kestabilan untuk nilai |λi| = 1 i = 1, ..., n jika matriks
A adalah matriks yang tidak dapat didiagonalkan.
Ak = TJkT−1
Selanjutnya, seperti yang diketahui bahwa bentuk
Jordan dalam matriks adalah sebagai berikut:
Ak = TJkT−1
Ji =
 λi 1 0... . . . 1
0 · · · λi

J =
 J1 · · · 0... . . . ...
0 · · · Jn

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Jk =
 J
k
1 · · · 0
...
. . .
...
0 · · · Jkn

dan
Jki =

λki kλ
k−1
i
1
2!k
2λk−2i · · · k
dij−1
(dij−1)!λ
k−dij
i
. . .
. . .
. . .
...
. . .
. . . 1
2!k
2λk−2i
. . . kλk−1i
0 λki

Jadi dapat dilihat jika |λi| = 1 i = 1, ..., n, maka
Jki =

1k k1k−1 12!k
21k−2 · · · kdij−1(dij−1)!1k−dij
. . .
. . .
. . .
...
. . .
. . . 1
2!k
21k−2
. . . k1k−1
0 1k

Jki =

1 k 12!k
2 · · · kdij−1(dij−1)!
. . .
. . .
. . .
...
. . .
. . . 1
2!k
2
. . . k
0 1

Dapat dilihat bahwa, jika |λi| = 1 i = 1, ..., n, maka
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λki = 1 untuk k →∞.
Sehingga Ak = 1, atau sama artinya dengan Φ(k) = 1.
Jadi penyelesaian x(k) = x(0) untuk k → ∞. Maka
sistem akan stabil.
Hubungan antara sifat kestabilan, keterkendalian, dan
keteramatan sistem dengan gramian keterkendalian W serta
gramian keteramatan M dapat dinyatakan pada Teorema
2.2.4. Pada Teorema 2.2.4 menjelaskan bahwa sifat
kestabilan sistem diperlukan untuk menjamin solusi Lyapunov
ada, sifat keterkendalian sistem diperlukan untuk menjamin
gramian keterkendalian definit positif dan sistem keteramatan
sistem diperlukna juga untuk menjamin bahwa gramian
keteramatan adalah definit positif.
4.1.2 Keterkendalian
Sistem dikatakan terkendali jika dimulai dari nilai awal
sebarang dan dapat dipindahkan ke sebarang state yang
diinginkan dengan suatu kendali dan dalam waktu berhingga.
Diasumsikan u(t) = u(kN) adalah konstan untuk kN ≤
t < (k + 1)N dan dan keadaan awalnya adalah sebarang,
sedangkan keadaan akhirnya adalah titik asal ruang keadaan.
Sistem kendali yang diberikan pada Persamaan (2.2.3)
adalah terkendali jika terdapat potongan konstan dari sinyal
kendali u(kN) yang didefinisikan atas bilangan berhingga dari
periode sampling,0 ≤ kN < nN , sedemikian sehingga, mulai
dari setiap state awal x(kN) dapat ditransfer atau dijadikan
sama dengan nol untuk kN ≤ nN pada awal state xf dalam
n periode sampling. Jika setiap keadaan adalah terkendali,
maka sistem tersebut disebut sebagai sistem yang terkendali.
Penyelesaian Persamaan (2.2.3) adalah:
x(nN) = Anx(0) + Σn−1j=0A
n−i−jBu(jN) (4.1.3)
x(nN) =
Anx(0) +An−1Bu(0) +An−2Bu(N) + ...+Bu((n− 1)N)
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Sehingga diperoleh:
x(nN)−Anx(0) =
An−1Bu(0) +An−2Bu(N) + ...+Bu((n− 1)N)
x(nN)−Anx(0) =
(
B
... AB
... · · · ... An−1B
)
u((n− 1)N)
u((n− 2)N)
...
u(0)

(4.1.4)
Karena B adalah matriks berukuran nx1, maka masing-
masing dari matriks B,AB, ..., An−1B adalah matriks
berukuran nx1 atau vektor kolom. Jika sistem tersebut
terkendali, maka mulai dari titik sebarang x(0), dapat dibuat
keadaan tersebut menuju suatu titik dimana x(kN) =
0 untuk k ≤ n dengan memberikan signal atau fungsi
u(0), u(T ), ..., u((n − 1)N). Jadi jika x(kN) = 0 maka dari
Persamaan (4.1.3) dapat diperoleh:
Anx(0) + Σn−1j=0A
n−i−jBu(jN) = 0
atau
x(0) = −Σn−1j=0An−j−1Bu(jN) = 0
= −(A−1Bu(0) +A−2Bu(N) + ...+A−nBu((n− 1)N
Karena A adalah matriks non singular yang berukuran nx1,
maka A−1B,A−2B, ..., A−nB adalah matriks nx1, yaitu:
A−1B =

a11
a21
...
an1
, A−2B =

a12
a22
...
an2
,...,A−nB =

a1n
a2n
...
ann

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Persamaan diatas dapat dituliskan dalam bentuk n persamaan
aljabar simultan sebagai berikut:
x1(0) = a11u(0)− a12u(N)− ...− a1nu((n− 1)N)
x2(0) = a21u(0)− a22u(N)− ...− a2nu((n− 1)N)
...
xn(0) = an1u(0)− an2u(N)− ...− annu((n− 1)N)
Agar persamaan tersebut memiliki penyelesaian untuk setiap
x1(0), x2(0), ..., xn(0) yang telah diberikan, maka matriks
(aij)nxn adalah bebas linier atau matriks (aij)nxn mempunyai
rank sebanyak n.
Dari analisis di atas, maka dapat dinyatakan syarat
keterkendalian dari sistem diskrit Persamaan (2.2.3) sebagai
berikut: Keadaan sistem dinyatakan terkendali jika dan hanya
jika vektor A−1B,A−2B, ..., A−nB adalah bebas linier, atau
matriks keterkendalian Mc
Mc =
(
A−1B
... A−2B
... · · · ... A−nB
)
atau dapat dituliskan kembali matriks Mc sebagai berikut:
Mc =
(
B
... AB
... · · · ... An−1B
)
Pada matriks keterkendalian Mc mempunyai rank sebanyak
n, yaitu: Maka dapat disimpulkan bahwa sistem yang
dinyatakan seperti pada Persamaan (2.2.4), dimana u(kN)
adalah vektor berdimensi n, maka dapat dibuktikan bahwa
keadaan sistem terkendali jika dan hanya jika rank dari
matrik keterkendlian Mc sebanyak n.
Jika rank matriks keterkendalian sama dengan n, maka untuk
sebarang x(nN) = xf (state yang dituju) terdapat barisan
u(0), u(N), ..., u((n−1)N) yang memenuhi Persamaan (4.1.3)
dan (4.1.4). Jadi rank penuh untuk matriks keterkendalian
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adalah syarat cukup keterkendalian.
Selanjutnya akan dibuktikan syarat perlu untuk
keterkendalian. Andaikan matriks keterkendalian Mc < n,
hal ini dijamin oleh Teorema Cayley Hamilton yang berkaitan
dengan matriks persegi yaitu, bila matriks persegi A
berukuran n× n dengan polinomial karakteristik
p(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an
maka
p(A) = An + a1A
n−1 + · · ·+ an−1A+ anI = 0
p(A) = 0, dengan p(A) adalah polynomial dalam A.
sehingga dapat dituliskan kembali sebagai,
An + a1A
n−1 + a2An−2 + ...+ an = 0
kedua ruas dikalikan dengan B sehingga didapatkan
(An + a1A
n−1 + a2An−2 + ...+ an)B = 0B
AnB + a1A
n−1B + a2An−2B + ...+ anB = 0
Untuk sebarang i, Ai B dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linier dari B,AB, ..., An−1B. Maka untuk sebarang i akan
berlaku:
Mc(i) =
(
B
... AB
... · · · ... Ai−1B
)
untuk rankMc(i) < n Jadi Mc(i) tidak mungkin merupakan
span berdimensi n. Atau dengan kata lain, untuk beberapa
xf tidak mungkin diperoleh u yang dapat membawa
x(iN) = xf ,∀i. Jadi dapat disimpulkan bahwa sistem
tidak terkendali jika dan hanya jika rank dari matriks
keterkendalian 6= n.
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4.1.3 Keteramatan
Sistem teramati jika setiap keadaan awal x(0) dapat
ditentukan dari pengamatan y(NT ) selama selang waktu
yang terhingga. Oleh karena itu, suatu sistem teramati jika
setiap transisi statenya mempengaruhi setiap elemen vektor
keluaran.
Konsep keteramatan berguna untuk menyelesaikan
permasalahan rekonstruksi variabel state yang tidak terukur,
dari variabel yang terukur dalam selang waktu yang
seminimum mungkin. Bagaimanapun juga dalam prakteknya
masih kesulitan, karena masih adanya beberapa variabel
state yang tidak dapat diukur secara langsung. Selanjutnya
sangat perlu untuk mengestimasi variabel state yang tidak
terukur tersebut untuk menentukan signal atau fungsi kendali
optimal. Adapun alasan peninjauan sistem tanpa penggerak
adalah sebagai berikut:
Jika sistem yang dinyatakan seperti pada Persamaan (2.2.1),
maka penyelesaiannya adalah:
x(kN) = Akx(0) + Σk−1j=0A
k−j−1Bu(jN) (4.1.5)
dengan y(kN) adalah:
y(kN) = CAkx(0)+Σk−1j=0CA
k−j−1Bu(jN)+Du(kN) (4.1.6)
misalkan:
Q = Σk−1j=0CA
k−j−1Bu(jN)
Karena matriks A,B,C, dan D diketahui dan u(kN) juga
diketahui, maka Q dan Du(kN) pada ruas kanan dari
Persamaan (4.1.6) merupakan besaran yang diketahui. Oleh
karena itu, dapat dikurangkan pada y(kN). Hal ini
dapat dijelaskan berdasarkan definisi keteramatan sebagai
berikut: Sistem teramati jika setiap keadaan awal x(0)
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dapat ditentukan dari pengamatan y(kN) selama waktu yang
terhingga. Suatu sistem teramati jika setiap transisi statenya
mempengaruhi setiap elemen vektor keluaran.
Sekarang ambil sebarang state awal x0 dan x1 yang
menghasilkan y(t, x0, u) = y(t, x1, u), maka akan diperoleh
x0 = x1.
State awal x0 menghasilkan keluaran:
y(t, x0, u) = CA
kx0 + Σ
k−1
j=0CA
k−j−1Bu(jN) +Du(kN)
State awal x1 menghasilkan keluaran:
y(t, x1, u) = CA
kx1 + Σ
k−1
j=0CA
k−j−1Bu(jN) +Du(kN)
Karena y(t, x0, u) = y(t, x1, u) akan menghasilkan:
CAkx0 + Σ
k−1
j=0CA
k−j−1Bu(jN) +Du(kN) =
CAkx1 + Σ
k−1
j=0CA
k−j−1Bu(jN) +Du(kN)
CAkx0 = CA
kx1
CAk(x0 − x1) = 0
Dapat dilihat bahwa Q dan Du(kN) saling menghilangkan,
maka untuk penyelidikan syarat dari sifat keteramatan kita
perlu meninjau sistem yang dinyatakan oleh Persamaan
(2.2.4). Tinjau sistem yang dinyatakan oleh Persamaan
(2.2.4). Sistem akan teramati jika diberikan keluaran y(kN)
selama periode cacah berhingga, mungkin dapat menentukan
state awal x(0). Berikut ini kan diturunkn syarat dari
sifat keteramatan sistem waktu diskrit yang dinyatakan oleh
Persamaan (2.2.4). Penyelesaian dari Persamaan (2.2.4)
adalah:
y(kN) = Cx(kN) = CAkx(0)
Keteramatan berarti bahwa untuk
y(0), y(N), y(2N), .., y(PN), kita dapat menentukan
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x1(0), x2(0), ..., xn(0). Untuk menentukan n variabel
yang tidak diketahui, kita hanya memerlukan n nilai y(kN)
yaitu untuk P = n− 1 atau y(0), y(N), ..., y((n− 1)N) untuk
menentukan x1(0), x2(0), .., xn(0). Untuk suatu sistem yang
teramati diberikan sebagai:
k = 0 −→ y(0) = Cx(0)
k = 1 −→ y(N) = CAx(0)
...
k = n− 1 −→ y((n− 1)N) = CAn−1x(0)
Maka harus dapat menentukan x1(0), x2(0), ..., xn(0).
Dengan mengingat bahwa y(kN) adalah vektor berdimensi
m, maka n persamaan simultan diatas akan menghasilkan nm
persamaan, yang semuanya melibatkan x1(0), x2(0), ..., xn(0).
Hal ini dapat diterangkan sebagai berikut:
y(0) = Cx(0)→

y1(0)
y2(0)
...
ym(0)

mx1
= Cmxn

x1(0)
x2(0)
...
xm(0)

nx1
y(N) = CAx(0)→

y1(N)
y2(N)
...
ym(N)

mx1
= CmxnAnxm

x1(0)
x2(0)
...
xm(0)

nx1
...
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y((n− 1)N) = CAn−1x(0)→

y1((n− 1)N)
y2((n− 1)N)
...
ym((n− 1)N)

mx1
= CmxnA
n−1
nxm

x1(0)
x2(0)
...
xm(0)

nx1
Sehingga dari penyelesaian diatas dapat dilihat bahwa
dari persamaan n simultan diatas akan menghasilkan nm
persamaan, yang semuanya melibatkan x1(0), x2(0), ..., xn(0).
Untuk mendapatkan penyelesaian yang tunggal dari
x1(0), x2(0), ..., xn(0) dari persamaan nm persamaan,
maka kita harus dapat menulis secara tepat n persamaan
yang bebas linier dari seluruh persamaan yang ada. Hal
ini memerlukan persyaratan bahwa matriks nmxn harus
memiliki rank sebanyak n.
Misalkan Mo adalah matriks keteramatan dari sistem
(A,B,C,D)
Mo =

C
−−−
CA
−−−
...
−−−
CAn−1

Maka rank dari matriks keteramatan Mo adalah sebanyak n.
Dengan mengingat bahwa rank dari suatu matriks dan rank
dari transpose konjugasi matriks tersebut adalah sama, maka
dapat kita nyatakan keteramatan sebagai berikut: Sistem
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yang dinyatakan oleh Persamaan (2.2.4) teramati jika dan
hanya jika matriks nxnm
M∗c =
(
C∗
... A∗C∗
... · · · ... (A∗)n−1C
)
(4.1.7)
Maka transpose dari matriks keteramatan M∗c harus
mempunyai rank sebanyak n atau memiliki vektor kolom
yang bebas linier. Matriks pada Persamaan (4.1.7) biasanya
disebut dengan matriks keteramatan. Jika matriks C dan A
real, kemudian tanda transpose konjugate untuk A∗C∗ dapat
diubah ke dalam ATCT .
4.2 Dekomposisi Sistem Tak Stabil
Dekomposisi sistem tak stabil merupakan metode
pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tak stabil.
Algoritma dekomposisi dapat dilakukan dengan dua tahap
transformasi. Pada tahap pertama, transformasi real Schur
bentuk blok. Pada tahap transformasi tahap kedua, dilakukan
dengan menyelesaikan persamaan umum Lyapunov dan akan
diperoleh pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem
tak stabil.
Misalkan pada Persamaan (2.2.1) merupakan sistem tak
stabil. Pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tak
stabil dapat dilakukan dengan cara dekomposisi. Algoritma
dekomposisi terdiri dari langkah-langkah berikut:
1. Transformasi sistem pada Persamaan (2.2.1)
menggunakan matriks unitary Ud dalam bentuk
blok diagonal atas Schur, sehingga nilai-nilai eigen
dari transformasi sistem diatur berdasarkan urutan
nilai absolut dari nilia eigen-nya. Jika x sistem awal
dan Ud transformasi matriks unitary, maka xt hasil
dari transformasi sistem dengan x = Udxt. Dengan
demikian, tahap pertama transformasi sistem diperoleh:
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Gt =
[
UTd AUd U
T
d B
CUd D
]
=
[
At Bt
Ct D
]
m n−m
=
 −−→At11 −−→At12 Bt10 At22 Bt2
C1 C2 D
 ↓ m↓ n−m (4.2.1)
Dimana n menunjukkan ukuran sistem, m menunjukkan
jumlah nilai eigen stabil, dan n-m menunjukkan jumlah
dari nilai eigen tak stabil.
2. Transformasi sistem pada Persamaan (4.2.1) dapat
dilakukan untuk pemisahan dengan menyelesaikan
bantuk umum persamaan Lyapunov berikut:
At11S − SAt22 +At22 = 0
Dengan memperoleh nilai dari S dan melanjutkan untuk
trasformasi tahap kedua menggunakan transformasi
xt = Wdxd dimana xd adalah tahap akhir dari
transformasi state dan Wd adalah tahap akhir dari
transformasi matriks. Transformasi matriks Wd dari
tahap kedua diberikan sebagai berikut:
Wd =
 Im . S· · · . · · ·
0 . In−m

dengan Im adalah matriks identitas berukuran m dan
In−m adalah matriks berukuran n-m. Sedangkan pada
W−1d diberikan sebagai berikut:
W−1d =
 Im . −S· · · . · · ·
0 . In−m

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Sehingga sistem dapat dituliskan kembali sebagai
berikut:
Gd =
[
W−1d AtWd W
−1
d Bt
CtWd D
]
m n−m
=
 −→As −→0 Bs0 Au Bu
Cs Cu D
 ↓ m↓ n−m (4.2.2)
dengan At = U
T
d AU , Bt = U
T
d B dan Ct = CUd
berdasarkan pada Persamaan (4.2.2), maka diperoleh
hasil dari dekomposisi adalah:
Gd =
[
As Bs
Cs Ds
]
+
[
Au Bu
Cu 0
]
(4.2.3)
dengan,
Subsistem Stabil =
[
As Bs
Cs Ds
]
dan
Subsistem Tak Stabil =
[
Au Bu
Cu D0
]
4.3 Reduksi Model dengan SPA
Reduksi model merupakan upaya untuk mengganti
model atau sistem yang berukuran besar dengan model
yang sederhana tanpa kesalahan yang signifikan. Pada
reduksi model dengan metode Singular Pertubation
Approximation(SPA) digunakan sistem stabil asimtotik,
terkendali dan teramati. Diasumsikan bahwa sistem yang
dinyatakan oleh Persamaan (2.2.1) merupakan sistem yang
stabil asimtotik, terkendali, dan teramati yang disebut
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dengan sistem (As, Bs, Cs, Ds).
Pada sistem tak stabil, tak terkendali, dan tak teramati
tidak dapat menentukan gramian keterkendalian dan
gramian keteramatan yang definit positif. Sehingga pada
sistem yang tak stabil perlu adanya dekomposisi sistem
tak stabil atau pemisahan antara subsistem stabil dengan
subsistem tak stabil. Dari hasil dekomposisi tersebut, dapat
dilakukan reduksi model pada subsistem stabil dengan
pembentukan sistem setimbang dan pembentukan sistem
terduksi. Sehingga diperoleh reduksi model pada sistem tak
stabil dengan penggabungan antara subsistem stabil dengan
subsitam tak stabil dari dekomposisi.
4.3.1 Sistem Setimbang
Sistem setimbang adalah sistem baru yang mempunyai
gramian keterkendalian dan gramian keteramatan yang sama,
dan juga merupakan matriks diagonal. Sistem (As, Bs, Cs, Ds)
diasumsikan stabil asimtotik, terkendali, dan teramati, maka
gramian keterkendalian W dan gramian keteramatan M
masing-masing adalah definit positif. Berdasarkan Teorema
2.2.4, maka sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan
sistem merupakan sistem dasar yang harus dipenuhi agar
sistem tersebut memiliki gramian keterkendalian W dan
gramian keteramatan M .
Konstruksi Matriks Transformasi T
Konstruksi matriks transformasi T dilakukan sedemikian
sehingga gramian keterkendalian W˜ dan gramian keteramatan
M˜ adalah sama dan merupakan matriks diagonal. Algoritma
untuk mendapatkan matriks tranformasi T tersebut adalah
sebagai berikut:
1. Diberikan masukan berupa sistem (As, Bs, Cs, Ds) yang
diasumsikan stabil asimtotik, terkendali, dan teramati.
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2. Ditentukan gramian keterkendalian W dan gramian
keteramatan M dari sistem (As, Bs, Cs, Ds).
Sistem (As, Bs, Cs, Ds) adalah stabil asimtotik,
terkendali, dan teramati maka berdasarkan Teorema
2.2.4 dijamin bahwa W dan M adalah definit positif.
Matriks W definit positif maka semua nilai eigen dari W
adalah positif dan |W | 6= 0, artinya W juga merupakan
matriks non singular. Begitu juga dengan M berlaku
sama, sehingga matriks M juga merupakan matriks
yang non singular.
3. Ditentukan matriks φ sedemikian sehingga berlaku W =
φTφ.
Diketahui bahwa matriks W non singular, maka φ jelas
non singular.
4. Dikonstruksikan matriks φMφT dan dilakukan
diagonalisasi pada φMφT sedemikian sehingga
berlaku φMφT = UΣ2UT , dengan U adalah matriks
Unitary (matriks yang dibagun oleh vektor eigennya)
dan Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn) =
√
λi(WM) dengan
σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn > 0.
Telah diketahui bahwa matriks W ,M , dan φ adalah
matriks non singular, maka φMφT juga non singular.
Dan UΣ2UT = φMφT , yang berarti bahwa UΣ2UT
juga non singular.
U adalah matriks Unitary, maka berlaku
UUT = UTU = I yang berarti bahwa U dan UT
masing-masing merupakan matriks non singular.
Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn) dengan σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn > 0,
maka jelas bahwa Σ non singular dan Σ
1
2 non singular.
5. Didefinisikan matriks T non singular sebagai:
T = φ2UΣ
1
2 (4.3.1)
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Matriks φ,U ,Σ
1
2 masing-masing adalah non singular,
maka hal ini merupakan jaminan bahwa matriks
transformasi T adalah non singular.
Pembentukan Sistem Setimbang
Realisasi setimbang adalah realisasi yang mentransformasi
suatu sistem menjadi sistem baru yang mempunyai gramian
keterkendalian dan gramian keteramatan yang sama dan
merupakan matriks diagonal. Misalkan diberikan suatu
matriks transformasi T yang memenuhi:
xk = T xˆk (4.3.2)
dengan,
xk :variabel keadaan dari sistem (As, Bs, Cs, Ds)
x˜k :variabel keadaan dari sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
T :matriks transformasi yang non singular dan berukuran
nxn
Selanjutnya, Persamaan (4.3.2) dapat dituliskan sebagai
berikut:
x˜k = T
−1xk (4.3.3)
untuk k = k + 1, maka Persamaan (4.3.3) menjadi:
x˜k+1 = T
−1xk+1 (4.3.4)
Jika sistem awal pada Persamaan (4.3.2) dan (4.3.3)
disubstitusikan pada Persamaan (4.14) maka diperoleh hasil
sebagai berikut:
x˜k+1 = T
−1(Asxk +Bsuk) (4.3.5)
Selanjutnya, mensubstitusi Persamaan (4.3.2) ke dalam
Persamaan (4.3.5), maka diperoleh hasil sebagai berikut:
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x˜k+1 = T
−1(AsTxk +Bsuk)
x˜k+1 = T
−1AsT x˜k + T−1Bsu˜k
x˜k+1 = A˜sx˜k + B˜su˜k (4.3.6)
Sedangkan untuk mendapatkan matriks C˜s dan D˜s, dilakukan
dengan mensubstitusikan Persamaan (4.3.2) ke dalam
Persamaan (4.3.3), maka diperoleh hasil sebagai berikut:
y˜k = CsTxk +Dsuk
y˜k = Cs(T x˜k) +Dsu˜k
y˜k = CsT x˜k +Dsu˜k
y˜k = C˜sT x˜k + D˜su˜k (4.3.7)
Sehingga didapatkan,
A˜s = T
−1AsT, B˜s = T−1Bs, C˜s = CsT, D˜s = Ds (4.3.8)
Dapat dituliskan kembali Persamaan (4.3.6) dan Persamaan
(4.3.7) sebagai suatu sistem setimbang dari sistem
(As, Bs, Cs, Ds) sebagai berikut:{
x˜k+1 = A˜sx˜k + B˜su˜k
y˜k = C˜sx˜k + D˜su˜k
(4.3.9)
Untuk selanjutnya sistem setimbang ini disebut sebagai sistem
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
Gramian keterkendalian dari sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
diperoleh dengan mensubsitusikan Persamaan (4.3.8) ke
dalam Persamaan (2.2.5), yaitu:
W = TW˜T T (4.3.10)
dengan,
W˜ = Σ∞k=0A˜s
k
B˜sB˜s
T
(A˜s
T
)k (4.3.11)
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Berdasarkan Persamaan (4.3.10), maka gramian
keterkendalian dari sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dituliskan
kembali ke dalam bentuk
W˜ = T−1W (T−1)T (4.3.12)
Sedangkan gramian keteramatan dari sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
dapat diperoleh dengan mensubsitusikan Persamaan (4.3.8)
ke dalam Persamaan (2.2.6), sehingga diperoleh
M = (T−1)T M˜T−1 (4.3.13)
dengan,
M˜ = Σ∞k=0(A˜s
T
)kC˜s
T
C˜sA˜s
k
(4.3.14)
Berdasarkan Persamaan(4.3.14), maka gramian keteramatan
sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat didefinisikan sebagai berikut:
M˜ = T T M˜(T−1)T (4.3.15)
Dari hasil konstruksi matriks trnasformasi T , seperti
yang dinyatakan pada Persamaan (4.3.1), maka selanjutnya
akan ditinjau kembali untuk gramian keterkendalian W˜
dan gramian keteramatan M˜ dari sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
Berdasarkan Persamaan (4.3.1), maka gramian keterkendalian
W˜ , seperti yang dinyatakan pada Persamaan (4.3.12) dapat
dituliskan kembali menjadi:
W˜ = (φTU(Σ)−
1
2 )−1W ((φTU(Σ)−
1
2 )−1)T = Σ (4.3.16)
Sedangkan gramian keteramatan M˜ , seperti yang telah
dituliskan oleh Persamaan (4.3.15) dapat dituliskan kembali
menjadi:
M˜ = (φTU(Σ)−
1
2 )TM(φTU(Σ)−
1
2 ) = Σ (4.3.17)
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Dari Persamaan (4.3.16) dan (4.3.17) didapatkan:
W˜ = M˜ = Σ (4.3.18)
Menurut hasil yangtelah diperoleh pada Persamaan
(4.3.18) menunjukkan bahwa dengan mendefinisikan matriks
T sebagai T = φTU(Σ)−
1
2 , maka dari sistem (As, Bs, Cs, Ds)
dapat dibentuk suatu sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) yang mempunyai
gramian keterkendalian W˜ dan gramian keteramatan M˜ yang
sama dengan matriks diagonal Σ.
Oleh karena itu, maka sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) disebut
sebagai bentuk sistem setimbang dari sistem (As, Bs, Cs, Ds).
Selanjutnya, Σ disebut sebagai gramian kesetimbangan dari
sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s). Berdasarkan pada Definisi 2.2.4,
maka dapat dinyatakan bahwa gramian kesetimbang Σ
merupakan solusi tunggal dari persamaan Lyapunov:
A˜sΣA˜s
T
+ B˜sB˜s
T − Σ = 0 (4.3.19)
A˜s
T
ΣA˜s + C˜s
T
C˜s − Σ = 0 (4.3.20)
Sehingga sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) yang mempunyai
gramian kesetimbangan Σ, yaitu:
Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn) =

σ1 0 0 0 0 0
0
. . . 0 0 0 0
0 0 σr 0 0 0
0 0 0 σr+1 0 0
0 0 0 0
. . . 0
0 0 0 0 0 σn

dengan,
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr+1 ≥ · · · ≥ σn > 0 (4.3.21)
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Kestabilan Sistem Setimbang
Stabilitas sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditunjukkan melalui nilai eigen dari matriks A˜s. Pada
Persamaan (4.3.19) merupakan persamaan Lyapunov dari
gramian kesetimbangan Σ. Dari Persamaan (4.3.19) dapat
diperoleh:
A˜sΣA˜s
T
+ B˜sB˜s
T
= Σ (4.3.22)
Misalkan diambil λ sebagai nilai eigen dari matriks A˜s dan
v 6= 0 sebagai vektor eigen yang berkaitan dengan λ, yang
berarti:
vA˜s = vλ (4.3.23)
atau
A˜s
T
vT = λT vT (4.3.24)
Selanjutnya, pada Persamaan (4.3.22) akan dikalikan dari kiri
dengan vektor v dan kalikan dari kanan dengan vektor vT
sehingga diperoleh:
v(A˜sΣA˜s
T
+ B˜sB˜s
T
)vT = vΣvT (4.3.25)
Dengan melakukan operasi matriks pada Persamaan (4.3.25)
maka didapatkan:
vA˜sΣA˜s
T
+ vB˜sB˜s
T
)vT = vΣvT (4.3.26)
Kemudian pada Persamaan (4.36), kumpulkan semua unsur
yang memuat Σ pada ruas kiri dan semua unsur yang tidak
memuat Σ dletakkan pada ruas kanan,in sehingga diperoleh:
vΣvT − vA˜sΣA˜sT vT = vB˜sB˜sT vT (4.3.27)
Subsistusikan Persamaan (4.3.23) dan (4.3.24) ke dalam
Persamaan (4.3.27), sehingga diperoleh:
vΣvT − vλΣλT vT = vB˜sB˜sT vT (4.3.28)
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Nilai λ merupakan konstanta, maka Persamaan (4.3.28) dapat
ditulis menjadi:
(1− |λ|2)vΣvT = vB˜sB˜sT vT ≥ 0 (4.3.29)
Persamaan (4.3.29) hanya dipenuhi jika:
1− |λ|2 ≥ 0
atau
|λ| ≤ 1
Selanjutnya, jika diambil |λ|= 1, maka dari Persamaan
(4.3.29) dapat diperoleh:
vB˜sB˜s
T
vT = 0 (4.3.30)
Persamaan (4.3.29) hanya dipenuhi jika:
vB˜s = 0 (4.3.31)
Berdasarkan Persamaan (4.3.23) maka jelas terlihat
bahwa jika diambil |λ|= 1 maka v merupakan vektor eigen
kiri dari matriks A˜s. Selanjutnya, berdasarkan Persamaan
(4.3.31) maka dapat dilihat bahwa dengan mengambil |λ|= 1
maka vektor v merupakan kernel dari B˜s.
Sehinggan berdasarkan Persamaan (4.3.23) dan (4.3.31),
terlihat bahwa dengan mengambil |λ|= 1 maka diperoleh
v yang merupakan vektor eigen kiri dari A˜s dana sebagain
kernel dari B˜s. Menurut Teorema 2.2.1 , hal ini kontradiksi
dan haruslah |λ|< 1, yang berarti bahwa haruslah nilai eigen
dari A˜s kurang dari 1. Sehingga terbukti bahwa sistem
setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah stabil asimtotik.
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Keterkendalian Sistem Setimbang
Keterkendalian sistem setimbang dapat ditunjukkan
melalui gramian keterkendalian dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s). Sistem setimbang mempunyai gramian
keterkendalian yang merupakan gramian kesetimbangan.
Berdasarkan Persamaan (4.3.19) dapat dilihat bahwa
Σ merupakan solusi tunggal dari persamaan Lyapunov.
Selanjutnya berdasarkan Persamaan (4.3.21) dapat dilihat
bahwa Σ adalah definit positif. Sehingga menurut Teorema
2.2.4 , maka terbukti bahwa Σ merupakan gramian
keterkendalian dari sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
Keteramatan Sistem Setimbang
Keteramatan sistem setimbang dapat ditunjukkan melalui
gramian keteramatan dari sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
Sistem setimbang mempunyai gramian keteramatan yang
merupakan gramian kesetimbangan.
Berdasarkan Persamaan (4.3.20) dapat dilihat bahwa
Σ merupakan solusi tunggal dari persamaan Lyapunov.
Selanjutnya berdasarkan Persamaan (4.3.21) dapat dilihat
bahwa Σ adalah definit positif. Sehingga menurut Teorema
2.2.4 , maka terbukti bahwa Σ merupakan gramian
keteramatan dari sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
4.3.2 Sistem Tereduksi pada Subsistem Stabil
Sistem tereduksi adalah suatu model pendekatan yang
diperoleh dari proses reduksi model. Reduksi model
merupakan upaya untuk mengganti model atau sistem
yang berukuran besar dengan model yang lebih sederhana
tanpa kesalahan yang signifikan. Sistem tereduksi ini akan
mempunyai perilaku atau sifat yang hampir sama dengan
sistem semula.
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Pembentukan Sistem Tereduksi
Pembentukan sistem tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
pada penelitian ini dengan menggunakan metode Singular
Perturbation Approximation (SPA). Pembentukan sistem
tereduksi dari sistem (As, Bs, Cs, Ds) diawali dengan
pembentukan sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s).
Setelah diperoleh sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
dengan gramian keterkendalian W˜ dan gramian keteramatan
M˜ sama dengan gramian kesetimbangan Σ. Selanjutnya
sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dipartisi sesuai dengan
gramian Σ = diag(Σ1,Σ2), atau dapat dituliskan kembali
sebagai.
Σ =
(
Σ1 0
0 Σ2
)
(4.3.32)
dengan,
Σ1 = diag(σ1, σ2, ..., σr)
Σ1 = diag(σr+1, σr+2, ..., σn)
Partisi pada Σ menyebabkan terjadinya partisi pada sistem
setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s), yaitu:
G˜s =
 A˜11 A˜12 B˜1A˜21 A˜22 B˜2
C˜1 C˜1 D˜s
 =
 A˜sr A˜12 B˜srA˜21 A˜22 B˜2
C˜sr C˜1 D˜sr
 (4.3.33)
51
dengan, 
A˜s =
(
A˜sr A˜12
A˜21 A˜22
)
B˜s =
(
B˜sr
B˜2
)
C˜s =
(
C˜sr C˜2
)
D˜s =
(
D˜sr
)
(4.3.34)
Begitupula dengan variabel keadaan pada sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) juga dipartisi menjadi:
x˜k+1 =
(
x˜1(k+1)
x˜2(k+2)
)
(4.3.35)
Dengan demikian berdasarkan Persamaan (4.3.35), realisasi
sistem (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat ditulis sebagai:(
x˜1(k + 1)
x˜2(k + 1)
)
=
(
A˜11 A˜12
A˜21 A˜22
)(
x˜1(k)
x˜2(k)
)
+
(
B˜1
B˜2
)
u(k)
(4.3.36)
y˜(k) =
(
C˜1 C˜2
)( x˜1(k)
x˜2(k)
)
+ D˜u(k) (4.3.37)
dengan x˜1(k) ∈ Rr dan A˜11(k) ∈ Rr×r bersesuaian dengan
gramian Σ1, dan x˜2(k) ∈ Rn−r bersesuaian dengan gramaian
Σ2.
Variabel keadaan yang bersesuaian dengan nilai singular
Hankel kecil didefinisikan sebagai mode cepat, sedangkan
variabel keadaan yang bersesuaian dengan nilai singular
Hankel yang lebih besar didefinisikan sebagai mode lambat.
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Selanjutnya, model tereduksi diperoleh dengan mengambil
kecepatan dari mode cepat sama dengan nol atau dengna
kata lain dapat dikatakan bahwa x˜2(k + 1) = 0 sehingga dari
Persamaan (4.3.36) dan Persamaan (4.3.37) diperoleh
x˜1(k + 1) = A˜11x1(k) + A˜12x2(k) + B˜1u(k) (4.3.38)
0 = A˜211˜(k) + A˜22x˜2(k) + B˜2u(k) (4.3.39)
y˜(k) = C˜1x˜1(k) + C˜2x˜2(k) + D˜u(k) (4.3.40)
Kemudian, dengan mengasumsikan A˜22 adalah matriks non
singular, dari Persamaan (4.3.39) didapatkan
x˜2(k) = −A˜−122 A˜21x˜1(k)− A˜−122 B˜2u(k) (4.3.41)
Selanjutnya, dengan mensubsitusikan Persamaan (4.3.41)
ke dalam Persamaan (4.3.38) dan Persamaan (4.3.40).
Dengan demikian, diperoleh sistem tereduksi berorde r yang
bersesuaian dengan gramian Σ1 sebagai berikut:
x˜1(k + 1) = A˜srx˜1(k) + B˜sru(k) (4.3.42)
y˜(k) = C˜srx˜1(k) + D˜u(k) (4.3.43)
untuk k = 0, 1, 2, ..., n dengan x˜1(k) ∈ Rr, u(k) ∈ Rs, dan
y˜(k) ∈ Rt. Untuk,
A˜sr = A˜11 − A˜12A˜−122 A˜21
B˜sr = B˜1 − A˜12A˜−122 B˜2
C˜sr = C˜1 − C˜2A˜−122 A˜21
D˜sr = D˜s − C˜2A˜−122 B˜2
Selanjutnya, Sesuai dengan Teorema 2.2.5, pada sistem
tereduksi A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr dengan metode SPA, sifat
kestabilan yang berlaku pada sistem semula juga berlaku
pada sistem yang telah direduksi.
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Kestabilan Sistem Tereduksi
Stabilitas sistem tereduksi A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr dapat
ditunjukkan melalui nilai eigen dari matriks A˜sr. Persamaan
Lyapunov dapat diperoleh dengan mensubsitusikan
Persamaan (4.3.32) dan (4.3.34) ke dalam Persamaan
(4.3.16) sehingga diperoleh:(
A˜sr A˜12
A˜21 A˜22
)(
Σ1 0
0 Σ2
)(
A˜sr A˜12
A˜21 A˜22
)T
+
(
B˜sr
B˜2
)(
B˜sr
B˜2
)T
−
(
Σ1 0
0 Σ2
)
= 0 (4.3.44)
Ukuran matriks-matriks pada Persamaan (4.3.44) sudah
bersesuaian, sehingga operasi matriks pada Persamaan
(4.3.44) dapat menghasilkan:
A˜srΣ1A˜sr
T
+ A˜12Σ2A˜12
T
+ B˜srB˜sr
T − Σ1 = 0 (4.3.45)
A˜srΣ1A˜21
T
+ A˜12Σ2A˜22
T
+ B˜srB˜2
T
= 0 (4.3.46)
A˜21Σ1A˜sr
T
+ A˜22Σ2A˜12
T
+ B˜2B˜sr
T
= 0 (4.3.47)
A˜21Σ1A˜21
T
+ A˜22Σ2A˜22
T
+ B˜2B˜2
T − Σ2 = 0 (4.3.48)
Dari Persamaan (4.3.45), misalkan diambil λ sebagai nilai
eigen dari matriks A˜sr dan v 6= 0 sebagai vektor eigen kiri yang
berkaitan dengan λ, yang berarti dapat dituliskan kembali
sebagai
vA˜sr = vλ (4.3.49)
atau
A˜sr
T
vT = λT vT (4.3.50)
54
Selanjutnya, pada Persamaan (4.3.45) kalikan dari kiri
dengan vektor v dan kalikan dari kanan dengan vektor vT
sehingga didapatkan:
v
(
A˜srΣ1A˜sr
T
+ A˜12Σ2A˜12
T
+ B˜srB˜sr
T
)T
= vΣ1v
T
(4.3.51)
Dengan melakukan opeasi matriks pada Persamaan (4.3.51)
maka diperoleh:
vA˜srΣ1A˜sr
T
vT + vA˜12Σ2A˜12
T
vT + vB˜srB˜sr
T
vT = vΣ1v
T
(4.3.52)
Kemudian pada Persamaan (4.3.52), kumpulkan semua unsur
yang memuat Σ1 pada ruas kiri dan semua unsur yang tidak
memuat Σ1 ditempatkan pada ruas kanan, sehingga diperoleh:
vΣ1v
T − vA˜srΣ1A˜srT vT = vA˜12Σ2A˜12T vT + vB˜srB˜srT vT
(4.3.53)
Subsitusikan Persamaan (4.3.49) dan (4.3.50) ke dalam
Persamaan (4.3.53), sehingga diperoleh:
vΣ1v
T−vλΣ1λT vT = vA˜12Σ2A˜12T vT +vB˜srB˜srT vT (4.3.54)
Nilai λ merupakan konstanta, maka Persamaan (4.3.54) dapat
ditulis menjadi:
(1−|λ|2)vΣ1vT = vA˜12Σ2A˜12T vT +vB˜srB˜srT vT ≥ 0 (4.3.55)
Persamaan (4.3.55) hanya akan dipenuhi jika:
1− |λ|2 ≥ 0
atau
|λ| ≥ 1
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Selanjutnya, jika diambil |λ| = 1, maka dari Persamaan
(4.3.55) didapatkan:
vA˜12Σ2A˜12
T
vT + vB˜srB˜sr
T
vT = 0 (4.3.56)
Persamaan (4.3.56) hanya akan dipenuhi jika:
vA˜12 = 0 (4.3.57)
vB˜sr = 0 (4.3.58)
Kemudian akan dipilih vektor ( v 0 ) sebagai vektor eigen kiri
dari A˜s, maka dapat dirumuskan:(
v 0
)
A˜s=
(
v 0
)
λ (4.3.59)
Jika diambil A˜s sesuai dengan Persamaan (4.3.34), maka
Persamaan (4.3.59) menghasilkan:
(
v 0
)( A˜sr A˜12
A˜21 A˜22
)
=
(
v 0
)
λ
(
vA˜sr v
T A˜12
)
=
(
v 0
)
λ (4.3.60)
Selanjunta pada Persamaan (4.3.57) disubsitusikan ke dalam
Persamaan (4.3.60), sehingga diperoleh:(
vA˜sr 0
)
=
(
v 0
)
(4.3.61)
Berdasarkan Persamaan (4.3.61) maka jelas terlihat bahwa
jika diambil |λ| = 1 maka ( v 0 ) merupakan vektor eigen kiri
dari matriks A˜s. Selanjutnya jika vektor ( v 0 ) dikalikan
dengan matriks B˜s, maka akan didapatkan:
(
v 0
)( B˜sr
B˜2
)
= vB˜sr (4.3.62)
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Subsitusikan Persamaan (4.3.58) ke dalam Persamaan (4.3.59)
maka didapatkan:
(
v 0
)( B˜sr
B˜2
)
= 0 (4.3.63)
Berdasarkan Persamaan (4.3.63) dapat dilihat bahwa
dengan mengambil |λ| = 1 maka vertor (v 0) merupakan
kernel dari B˜s. Sehingga berdasarkan Persamaan (4.3.61)
dan (4.3.63), terlihat bahwa dengan mengambil |λ| = 1 maka
vertor (v 0) adalah merupakan vektor eigen kiri dari A˜s dan
sebagai kernel kiri dari B˜s. Menurut Teorema 2.2.1 , hal
ini kontradiksi dan haruslah |λ| < 1, yang berarti bahwa
haruslah nilai eigen dari A˜sr kurang dari 1. Sehingga terbukti
bahwa sistem tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil
asimtotik.
Keterkendalian Sistem Tereduksi
Keterkendalian sistem terduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dapat
ditunjukkan melalui gramian keterkendalian dari sistem
tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr). Dimana akan ditunjukkan
bahwa Σ1 merupakan gramian keterkendalian dari sistem
tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr). Persamaan Lyapunov
untuk gramian keterkendalian dapat diperoleh dengan
mensubsitusikan Persamaan (4.3.32) dan (4.3.34) ke dalam
Persamaan (4.3.16), sehingga diperoleh persamaan yang
sesuai dengan Persamaan (x),(y) dan (z). Variabel
keadaan yang bersesuaian dengan nilai singular Hankel kecil
didefinisikan sebagai mode cepat, sedangkan variabel keadaan
yang bersesuaian dengan nilai singular Hankel yang lebih
besar didefinisikan sebagai mode lambat. Selanjutnya, model
tereduksi diperoleh dengan mengambil kecepatan dari mode
cepat sama dengan nol. Sebagaimana yang telah diketahui
bahwa Σ2 bersesuaian dengan mode cepat (nilai singular
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Hankel kecil), maka dapat diasumsikan:
A˜12Σ2A˜
T
12 ≈ 0 (4.3.64)
Subsitusi Persamaan (4.3.64) ke dalam Persamaan (4.3.45),
sehingga akan didapatkan:
A˜srΣ1A˜
T
sr + B˜srB˜
T
sr − Σ1 = 0 (4.3.65)
Persamaan (4.3.65) merupakan persamaan Lyapunov untuk
Σ1. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa Σ1 merupakan solusi
tunggal dari Persamaan (4.3.65). Misalkan diambil Σ3
yang juga merupakan solusi dari Persamaan (4.3.65), maka
akan berlaku:
A˜srΣ3A˜
T
sr + B˜srB˜
T
sr − Σ3 = 0 (4.3.66)
Dari Persamaan (4.3.65) dan (4.3.66) diperoleh:
A˜srΣ1A˜
T
sr + B˜srB˜
T
sr − Σ1 = A˜srΣ3A˜Tsr + B˜srB˜Tsr − Σ3
A˜srΣ1A˜
T
sr − A˜srΣ3A˜Tsr = Σ1 − Σ3
menghasilkan,
A˜sr(Σ1 − Σ3)A˜Tsr = Σ1 − Σ3 (4.3.67)
Selanjutnya, misalkan diambil λ sebagai nilai eigen dari
matriks A˜sr dan v 6= 0 sebagai vektor eigen kiri yang berkaitan
dengan λ, yang berarti:
vA˜sr = vλ (4.3.68)
atau
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A˜Tsrv
T = λT vT (4.3.69)
Kemudian pada Persamaan (4.3.67) akan dikalikan dari kiri
dengan v dan akan dikalikan dari kanan dengan vT , sehingga
diperoleh:
vA˜sr(Σ1 − Σ3)A˜TsrvT = v(Σ1 − Σ3)vT (4.3.70)
Subsitusikan Persamaan (4.3.68) dan (4.3.69) ke dalam
Persamaan (4.3.70), sehingga diperoleh:
vλ(Σ1 − Σ3)λT vT = v(Σ1 − Σ3)vT (4.3.71)
Nilai λ adalah konstanta, sehingga Persamaan (4.3.71)
dapat dituliskan kembali menjadi:
(|λ2| − 1)v(Σ1 − Σ3)vT = 0 (4.3.72)
Persamaan (4.3.72) hanya akan dipenuhi jika Σ1 − Σ3 = 0
atau Σ1 = Σ3, maka terbukti bahwa Σ1 merupakan solusi
tunggal dari Persamaan (4.3.65).
Dari uraian diatas, telah ditunjukkan bahwa Σ1 definit
positif dan merupakan solusi tunggal dari persamaan
Lyapunov A˜srΣ1A˜
T
sr + B˜srB˜
T
sr − Σ1 = 0. Sehingga menurut
Teorema 2.2.4, maka terbukti bahwa Σ1 merupakan gramian
keterkendalian dari sistem tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr).
Keteramatan Sistem Tereduksi
Keteramatan sistem tereduksi dapat ditunjukkan
melalui gramian keteramatan dari sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr). Dimana akan ditunjukkan bahwa
Σ1 merupakan gramian keteramatan dari sistem tereduksi
tereduksi (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr). Persamaan Lyapunov untuk
keteramatan dapat diperoleh dengan cara mensubsitusikan
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Persamaan (4.3.32) dan (4.3.34) ke dalam Persamaan (4.3.17),
yaitu:(
A˜sr A˜12
A˜21 A˜22
)T (
Σ1 0
0 Σ2
)(
A˜sr A˜12
A˜21 A˜22
)
+
(
C˜sr C˜2
)T (
C˜sr C˜2
)− ( Σ1 0
0 Σ2
)
= 0 (4.3.73)
Ukuran matriks-matriks pada Persamaan (4.3.73) sudah
bersesuaian, sehingga operasi matriks pada Persamaan
(4.3.73) dapat menghasilkan:
A˜sr
T
Σ1A˜sr + A˜21
T
Σ2A˜21 + C˜sr
T
C˜sr − Σ1 = 0 (4.3.74)
A˜sr
T
Σ1A˜12 + A˜21
T
Σ2A˜22 + C˜sr
T
C˜2 = 0 (4.3.75)
A˜12
T
Σ1A˜sr + A˜22
T
Σ2A˜21 + C˜2
T
C˜sr = 0 (4.3.76)
A˜12
T
Σ1A˜12 + A˜22
T
Σ2A˜22 + C˜2
T
C˜2 − Σ2 = 0 (4.3.77)
dari Persamaan (4.3.74) didapatkan:
A˜sr
T
Σ1A˜sr + A˜21
T
Σ2A˜21 + C˜sr
T
C˜sr = Σ1 (4.3.78)
karena A˜T21Σ2A˜21 dapat dianggap sama dengan nol, maka
Persamaan (4.3.78) dapat dituliskan kembali menjadi:
A˜sr
T
Σ1A˜sr + C˜sr
T
C˜sr − Σ1 = 0 (4.3.79)
Persamaan (4.3.74) merupakan persamaan Lyapunov
untuk gramian keteramatan. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa Σ1 merupakan solusi tunggal dari Persamaan (4.3.79).
Misalkan diambil Σ4 yang juga merupakan solusi dari
Persamaan (4.3.79), maka akan berlaku:
A˜sr
T
Σ4A˜sr + C˜sr
T
C˜sr − Σ4 = 0 (4.3.80)
dari Persamaan (4.3.79) dan (4.3.80) didapatkan:
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A˜sr
T
Σ1A˜sr + C˜sr
T
C˜sr − Σ1 = A˜srTΣ4A˜sr + C˜srT C˜sr − Σ4
atau
A˜TsrΣ1A˜sr − A˜TsrΣ4A˜sr = Σ1 − Σ4 (4.3.81)
Persamaan (4.3.81) dapat dituliskan kembali sebagai:
A˜Tsr(Σ1 − Σ4)− A˜sr = Σ1 − Σ4 (4.3.82)
Selanjutnya, misalkan akan diambil λ sebagai nilai eigen
dari matriks A˜sr dan v 6= 0 sebagai vektor eigen kanan yang
berkaitan dengan λ, yang berarti:
A˜srv = λv (4.3.83)
atau
vT A˜Tsr = v
TλT (4.3.84)
Selanjutnya kalikan dari kiri Persamaan (4.3.82) dengan vT
dan kalikan dari kanan dengan v sehingga diperoleh:
vT A˜Tsr(Σ1 − Σ4)A˜srv = vT (Σ1 − Σ4)v (4.3.85)
subsitusi Persamaan (4.3.83) dan (4.3.84) ke dalam
Persamaan (4.87), sehingga menghasilkan:
vTλT (Σ1 − Σ4)λv = vT (Σ1 − Σ4)v (4.3.86)
Nilai λ adalah konstanta, sehingga Persamaan (4.3.86)
dapat dituliskan kembali menjadi:
(|λ2| − 1)vT (Σ1 − Σ4)v = 0 (4.3.87)
Persamaan (4.3.87) hanya akan dipenuhi jika Σ1−Σ4 = 0 atau
Σ1 = Σ4. Jadi terbukti bahwa Σ1 merupakan solusi tunggal
dari persamaan Lyapunov yang dinyatakan pada Persamaan
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(4.3.79).
Berdasarkan pembahasan di atas, telah ditunjukkan
bahwa Σ1 definit positif dan merupakan solusi tunggal dari
Persamaan A˜sr
T
Σ1A˜sr + C˜sr
T
C˜sr − Σ1 = 0, maka menurut
Teorema 2.2.4, dapat disimpulkan bahwa Σ1 merupakan
gramian keteramatan dari sistem tereduksi A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr.
4.4 Simulasi
Sistem Awal (Simulasi 1)
Pada simulasi ini, akan diambil sistem awal (A,B,C,D)
yang merupakan sistem linier waktu diskrit sebagai berikut:
Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem (A,B,C,D)
yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian, dan
keteramatan.
Kestabilan dari sistem awal (A,B,C,D) dapat ditentukan
berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti yang
disajikan pada Tabel 4.1 berikut.
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Tabel 4.1: Nilai Eigen dari Sistem Awal (A,B,C,D)
i |λi|
1 2.6659
2 2.0448
3 2.0448
4 1.8964
5 1.8964
6 1.8249
7 1.8249
8 1.4294
9 1.4294
10 1.1271
11 1.1271
12 1.1499
13 1.1499
14 0.9758
15 0.9168
16 0.9168
17 0.5719
18 0.5719
19 0.1501
20 0.1501
Berdasarkan Tabel 4.1, terlihat bahwa nilai absolut dari
eigen matriks A yang bernilai lebih dari 1 berjumlah 13, maka
berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem awal (A,B,C,D) adalah
tidak stabil.
Keterkendalian sistem awal (A,B,C,D) dapat ditentukan
berdasarkan rank dari matriks keterkendalian Mc. Dengan
menggunakan software MATLAB R2010a, dapat diketahui
bahwa rank dari materiks keterkendalian Mc pada sistem awal
(A,B,C,D) adalah 20. Maka berdasarkan Teorema 2.2.2
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sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem awal (A,B,C,D) dapat ditentukan
berdasarkan rank dari matriks keteramatan Mo. Dengan
menggunakan software MATLAB R2010a, dapat diketahui
bahwa rank dari materiks keteramatan Mo pada sistem awal
(A,B,C,D) adalah 20. Maka berdasarkan Teorema 2.2.3
sistem awal (A,B,C,D) adalah teramati.
Berdasarkan Teorema 2.2.4, kita akan mendapatkan
gramian keterkendalian W dan gramian keteramatan M ,
jika sistem yang diberikan adalah stabil (dalam hal ini
stabil asimtotik), terkendali, dan teramati. Sehingga
apabila diberikan suatu sistem awal yang tidak stabil,
terkendali, dan teramati, maka berdasarkan Definisi 2.2.4,
kita tidak bisa mendapatkan gramian keterkendalian W
dan gramian keteramatan M yang mana berfungsi untuk
membentuk sistem setimbang. Sistem setimbang adalah
salah satu tahapan dari sistem awal sebelum dapat direduksi
menggunakan metode SPA.
Oleh karena itu, perlu adanya dekomposisi sistem tak
stabil (pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tak
stabil).
Dekomposisi Sistem Tak Stabil
Pada dekomposisi sistem tak stabil, dilakukan
transformasi sistem menggunakan matriks unitary Ud.
Diperoleh matriks unitary Ud seperti yang tertulis pada
Lampiran A.
Selanjutnya dilakukan trnasformasi tahap kedua Wd.
Diperoleh matriks unitary Ud seperti yang tertulis pada
Lampiran B.
Sehingga diperoleh hasil dekomposisi sistem tak stabil
sebagai berikut:
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Sub Sistem Stabil
As =

−0.0863 −0.3738 0.3516 −0.5274 0.0536 −0.2766 0.4463
0.1178 0.2494 0.0237 −0.3644 −0.2137 0.1027 −0.0921
0 0 −0.7817 0.7690 0.4598 0.4790 −0.7595
0 0 −0.3147 −0.1088 0.2200 −0.3040 −0.0052
0 0 0 0 0.2369 −1.0088 0.5211
0 0 0 0 0.7250 0.4601 −0.6482
0 0 0 0 0 0 −0.9757

Bs =

−4.6884
−2.6844
1.7678
−0.8247
1.6785
−6.9683
−0.1890

Cs = ( −1.7119 2.0575 −0.2877 1.1647 0.3399 0.2551 −1.8820 )
Ds = ( −2 )
Pada subsistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) diatas, dapat
dilakukan analisis kestailan, keterkendalian dan Keteramatan.
Kestabilan dari subsistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks As seperti
yang disajikan pada Tabel 4.2 sebagai berikut.
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Tabel 4.2: Nilai Eigen dari Sub Sistem Stabil
i |λi|
1 0.9757
2 0.9168
3 0.9168
4 0.5719
5 0.5719
6 0.1501
7 0.1501
Berdasarkan Tabel 4.2, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks As suluruhnya bernilai kurang
dari 1, berdasarkan Teorema 2.2.1 sub sistem stabil
(As, Bs, Cs, DS) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian Mc pada
sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah 7. Maka berdasarkan
Teorema 2.2.2 sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah
terkendali.
Keteramatan sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan Mo.
Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan Mo pada
sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah 7. Maka berdasarkan
Teorema 2.2.3 sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah
teramati.
Sub Sistem Tak Stabil
Pada subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) yang tertulis
pada Lampiran C, dapat dilakukan analisis kestailan,
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keterkendalian dan Keteramatan.
Kestabilan dari subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du)
dapat ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks Au
seperti yang disajikan pada Tabel 4.3 berikut.
Tabel 4.3: Nilai Eigen dari Sub Sistem Tak Stabil
i |λi|
1 2.6659
2 2.0448
3 2.0448
4 1.8964
5 1.8964
6 1.8249
7 1.8249
8 1.4294
9 1.4294
10 1.1498
11 1.1498
12 1.1270
13 1.1270
Berdasarkan Tabel 4.3, terlihat bahwa nilai absolut dari
eigen matriks Au suluruhnya bernilai lebih dari 1, berdasarkan
Teorema 2.2.1 subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) adalah
tidak stabil.
Keterkendalian subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian Mc. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari materiks
keterkendalian Mc pada subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du)
adalah 13. Maka berdasarkan Teorema 2.2.2 subsistem tak
stabil (Au, Bu, Cu, Du) adalah terkendali.
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Keteramatan subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) adalah 13.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.3 subsistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) adalah teramati.
Sistem Setimbang
Selanjuntnya adalah membentuk sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dari subsistem stabil digunakan software
MATLAB R2010a, didapatkan sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) sebagai berikut:
A˜s =

0.3572 −0.8721 −0.0546 0.0728 −0.0058 −0.0323 0.0021
0.8721 0.3933 −0.1364 0.2106 0.0002 −0.0044 −0.0005
−0.0546 0.1364 −0.7042 −0.4861 −0.0241 −0.1232 0.0092
−0.0728 0.2106 0.4861 0.2004 −0.0414 −0.2137 0.0156
−0.0058 −0.0002 −0.0241 0.0414 −0.9870 0.1156 0.0066
0.0323 −0.0044 0.1232 −0.2137 −0.1156 −0.2964 −0.2087
0.0021 0.0005 0.0092 −0.0156 0.0066 0.2087 0.0305

B˜s =

2.1933
−0.0241
1.7572
2.7765
−0.0023
−0.0800
0.0085

C˜s = ( 2.1933 0.0241 1.7572 −2.7765 −0.0023 0.0800 0.0085 )
D˜s = ( −2 )
Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W˜
dan gramian keteramatan M˜ dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s), diperoleh:
W˜ =

30.0630 0 0 0 0 0 0
0 28.0162 0 0 0 0 0
0 0 13.3802 0 0 0 0
0 0 0 12.8336 0 0 0
0 0 0 0 1.6715 0 0
0 0 0 0 0 0.9338 0
0 0 0 0 0 0 0.0453

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M˜ =

30.0630 0 0 0 0 0 0
0 28.0162 0 0 0 0 0
0 0 13.3802 0 0 0 0
0 0 0 12.8336 0 0 0
0 0 0 0 1.6715 0 0
0 0 0 0 0 0.9338 0
0 0 0 0 0 0 0.0453

Dapat dilihat bahwa nilai dari W˜ = M˜ yang sama artinya
dengan W˜ = M˜ = Σ, dengan Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn, dengan
σ adalah nilai singular Hankel, maka didaptkan nilai singular
Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 4.4 berikut.
Tabel 4.4: Nilai Singular Hankel
i |σi|
1 30.0630
2 28.0162
3 13.3802
4 12.8336
5 1.6715
6 0.9338
7 0.0453
Berdasarkan Tabel 4.4, terlihat bahwa semua nilai singular
Hankel adalah positif dan determinan dari nilai singular
Hankel tidak sama dengan 0.
Nilai singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui grafik,
yang disajikan oleh Gambar 4.1 berikut.
Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian,
dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A˜s seperti
yang disajikan pada Tabel 4.5 berikut.
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Gambar 4.1: Nilai Singular Hankel
Tabel 4.5: Nilai Eigen dari Sistem Setimbang
i |λi|
1 0.9757
2 0.9168
3 0.9168
4 0.5719
5 0.5719
6 0.1501
7 0.1501
Berdasarkan Tabel 4.5, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜s seluruhnya bernilai kurang dari
1, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
M˜c. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
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dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
M˜c pada sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah 7.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah terkendali.
Keteramatan sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
M˜o pada sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah 7.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah teramati.
Dapat ditunjukkan frekuensi respon antara subsistem
stabil (As, Bs, Cs, Ds) dengan sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) yang disajikan pada Gambar 4.2 sebagai
berikut.
Gambar 4.2: Frekuensi Respon antara Subsistem Stabil
(As, Bs, Cs, Ds) dan Sistem Setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
Berdasarkan pada Gambar 4.2 dapat dilihat bahwa
frekuensi respon antara sub sistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) dan
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sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) memiliki kesamaan, baik
dalam frekuensi rendah maupun frekuensi tinggi.
Sebelum direduksi sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
dengan menggunakan metode SPA, maka akan di cek
kembali syarat dimana kita bisa mereduksi sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) sesuai dengan Teorema 2.2.6. Didapatkan
hasil dari syarat orde berapa saja kita dapat mereduksi
dengan SPA seperti Tabel 4.6 berikut.
Tabel 4.6: Syarat Orde Tereduksi dengan SPA Simulasi 1
Orde Reduksi ‖ Gs −Gsr ‖∞ 2σr+1 Keterangan
1 53.3732 113.7610 Memenuhi
2 26.4664 57.7285 Memenuhi
3 26.4639 30.9681 Memenuhi
4 1.7919 5.3010 Memenuhi
5 1.7769 1.9581 Memenuhi
6 0.0906 0.0906 Memenuhi
Berdasarkan Tabel 4.6 dapat disimpulkan bahwa kita
dapat mereduksi sistem dengan SPA (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) ke
dalam bentuk orde 1,2,3,4,5, dan 6.Hasil dari syarat orde
berapa saja kita dapat mereduksi dengan BT seperti Tabel
4.7 berikut:
Tabel 4.7: Syarat Orde Tereduksi dengan BT Simulasi 1
Orde Reduksi ‖ Gs −Gsr ‖∞ 2σr+1 Keterangan
1 4.3382 4.3382 Memenuhi
2 0.4281 0.4281 Memenuhi
3 0.0563 0.0563 Memenuhi
4 0.0050 0.0051 Memenuhi
5 0.0006 0.0006 Memenuhi
6 0.000017 0.000017 Memenuhi
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Berdasarkan Tabel 4.7 dapat disimpulkan bahwa kita
dapat mereduksi sistem dengan BT (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) ke dalam
bentuk orde 1,2,3,4,5, dan 6.
Dalam tugas akhir ini akan dibahas simulasi dengan orde
2,4,5, dan 6 sebagai berikut.
Reduksi SPA Orde 2
Dengan oreder 2, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
(
0.4513 −0.8553
0.8459 0.3489
)
B˜sr =
( −0.6276
2.5102
)
C˜sr =
(
0.8596 2.4399
)
D˜sr =
( −12.1462 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.8 berikut.
Tabel 4.8: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 2
i |λi|
1 0.9386
2 0.9386
Berdasarkan Tabel 4.8, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 2
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
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dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 2
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 2. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 2. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 2
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi total
dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 15 seperti
yang tertulis pada Lampiran D. Akan diselidiki sifat dari
sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang berupa sifat kestabilan,
keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.9 berikut.
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Tabel 4.9: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 15
i |λi|
1 0.9386
2 0.9386
3 2.6659
4 1.8249
5 1.8249
6 1.4294
7 1.4294
8 2.0448
9 2.0448
10 1.8865
11 1.8865
12 1.1271
13 1.1271
14 1.1499
15 1.1499
Berdasarkan Tabel 4.9, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
13, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 15. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
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dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 15. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 15
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti yang disajikan pada
Gambar 4.3 berikut.
Gambar 4.3: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 15 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.3, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 15 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung sama pada saat
frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem
awal dengan sistem tereduksi total orde 15 (Ar, Br, Cr, Dr)
dengan SPA mempunyai frekuensi respon yang cenderung
berbeda.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 15 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
76
SPA, dan sistem tereduksi total orde 15 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.4 berikut.
Gambar 4.4: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 15 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 15 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.4, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 15 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 15 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung sama dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal
dan sistem tereduksi total dengan menggunakan BT
(Ars, Brs, Crs, Drs) orde 15 mempunyai frekuensi respon yang
cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D) sedangkan
sistem tereduksi total orde 15 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda .
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Error dari Sistem Tereduksi Orde 15
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.5 berikut.
Gambar 4.5: Error Sistem Tereduksi Orde 15
Berdasarkan Gambar 4.5, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 15 dapat disajikan pada Tabel 4.10
berikut.
Tabel 4.10: Error dari Sistem Tereduksi Orde 15
Frekuensi SPA BT
1.0093 79.1821 80.7568
100 10.1486 0.0594
Dari Tabel 4.10, dapat dilihat bahwa error sistem
tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih kecil dari
error sistem tereduksi dengan BT. Sedangkan pada frekuensi
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tinggi berlaku sebaliknya.
Reduksi SPA Orde 3
Dengan oreder 3, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
 0.4309 0.7782 −0.2700−0.8860 0.3103 −0.1850
0.0545 −0.3234 −0.9406

B˜sr =
 −1.5083−2.0136
0.6101

C˜sr =
( −0.1069 −2.5177 0.5897 )
D˜sr =
( −12.1483 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.11 berikut.
Tabel 4.11: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 3
i |λi|
1 0.9386
2 0.9386
3 0.9997
Berdasarkan Tabel 4.11, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 3
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
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dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 3
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 3. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 3. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 3
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi total
dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 16 seperti
yang tertera pada Lampiran E. Selanjutnya akan diselidiki
sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang berupa sifat
kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.12 berikut.
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Tabel 4.12: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 16
i |λi|
1 0.9386
2 0.9386
3 0.9997
4 2.6659
5 1.8249
6 1.8249
7 1.4294
8 1.4294
9 2.0448
10 2.0448
11 1.8865
12 1.8865
13 1.1271
14 1.1271
15 1.1499
16 1.1499
Berdasarkan Tabel 4.12, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
13, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 16. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
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Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 16. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 16
(Ar, Br, Cr, Dr) SPA seperti pada Gambar 4.6 berikut.
Gambar 4.6: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 16 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.6, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 16 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung sama pada saat
frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem
awal dengan sistem tereduksi total orde 16 (Ar, Br, Cr, Dr)
dengan SPA mempunyai frekuensi respon yang cenderung
berbeda.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 16 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
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SPA, dan sistem tereduksi total orde 16 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.7 berikut.
Gambar 4.7: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 16 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 16 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.7, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 16 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 16 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung sama dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal
dan sistem tereduksi total dengan menggunakan BT
(Ars, Brs, Crs, Drs) orde 16 mempunyai frekuensi respon yang
cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D) sedangkan
sistem tereduksi total orde 16 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda .
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Error dari Sistem Tereduksi Orde 16
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.8 berikut.
Gambar 4.8: Error Sistem Tereduksi Orde 16
Berdasarkan Gambar 4.8, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 16 dapat disajikan pada Tabel 4.13
berikut.
Tabel 4.13: Error dari Sistem Tereduksi Orde 16
Frekuensi SPA BT
1.0093 79.1806 87.7397
100 10.1508 0.1055
Dari Tabel 4.13, dapat dilihat bahwa error sistem
tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih kecil dari
error sistem tereduksi dengan BT. Sedangkan pada frekuensi
84
tinggi berlaku sebaliknya.
Reduksi SPA Orde 4
Dengan oreder 4, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =

−0.3855 0.4986 0.3400 0.0568
−0.2897 0.3914 −0.8489 −0.1427
0.1680 0.7305 0.2709 0.0346
−0.8580 −0.2078 0.2026 −0.0091

B˜sr =

2.0025
−0.0408
−3.1876
−1.2433

C˜sr =
( −0.4591 0.0306 −1.7173 3.5409 )
D˜sr =
( −2.0049 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.14 berikut.
Tabel 4.14: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 4
i |λi|
1 0.3423
2 0.0823
3 0.9130
4 0.9130
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Berdasarkan Tabel 4.14, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 4
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 4
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 4. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 4. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 4
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi total
dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 17 seperti
yang tertera pada Lampiran F. Selanjutnya akan diselidiki
sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang berupa sifat
kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.15 berikut.
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Tabel 4.15: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 17
i |λi|
1 0.3423
2 0.0823
3 0.9130
4 0.9130
5 2.6659
6 1.8249
7 1.8249
8 1.4294
9 1.4294
10 2.0448
11 2.0448
12 1.8865
13 1.8865
14 1.1271
15 1.1271
16 1.1499
17 1.1499
Berdasarkan Tabel 4.15, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
13, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 17. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
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ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 17.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah teramati. Berikut grafik frekuensi
response antara sistem awal dengan sistem tereduksi total
orde 17 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti Gambar 4.9
berikut.
Gambar 4.9: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 17 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.9, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 17 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda pada
saat frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi
tinggi sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 17
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
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dengan sistem tereduksi total orde 17 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA, dan sistem tereduksi total orde 17 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.10 berikut.
Gambar 4.10: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 17 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 17 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.10, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 17 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 17 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung berbeda dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal dan
sistem tereduksi total dengan menggunakan SPA maupun
BT (Ars, Brs, Crs, Drs) orde 17 mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D).
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Error dari Sistem Tereduksi Orde 17
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.11 berikut.
Gambar 4.11: Error Sistem Tereduksi Orde 17
Berdasarkan Gambar 4.11, terlihat bahwa error dari
sistem tereduksi orde 17 disajikan pada Tabel 4.16 berikut.
Tabel 4.16: Error dari Sistem Tereduksi Orde 17
Frekuensi SPA BT
1.0093 100.1093 99.4963
100 0.0068 0.0018
Dari Tabel 4.16, dapat dilihat bahwa error sistem
tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih lebih
besar dari error sistem tereduksi dengan BT. Begitupula
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pada frekuensi tinggi berlaku sama.
Reduksi SPA Orde 5
Dengan oreder 5, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
 −0.9737 0.1417 −0.0773 0.1027 −0.09320.1133 0.3328 0.2076 0.8667 0.0650−0.0048 0.0069 −0.4592 −0.1184 −0.0374
−0.0637 −0.8885 −0.1005 0.3939 −0.1404
−0.1320 −0.1797 0.8536 −0.2180 −0.0230

B˜sr =
 −0.0904−1.9866−3.2011
−0.0218
−1.2307

C˜sr = ( −0.6005 −1.6973 −0.3284 0.0186 3.5147 )
D˜sr = ( −2.0049 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.17 berikut.
Tabel 4.17: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 5
i |λi|
1 0.9978
2 0.9129
3 0.9129
4 0.0841
5 0.3396
Berdasarkan Tabel 4.17, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
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maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 5
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 5
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 5. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 5. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 5
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi total
dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 18 seperti
yang tertulis pada Lampiran G.
Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian,
dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.18 berikut.
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Tabel 4.18: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 18
i |λi|
1 0.9978
2 0.9129
3 0.9129
4 0.0841
5 0.3396
6 2.6659
7 1.8249
8 1.8249
9 1.4294
10 1.4294
11 2.0448
12 2.0448
13 1.8865
14 1.8865
15 1.1271
16 1.1271
17 1.1499
18 1.1499
Berdasarkan Tabel 4.18, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
13, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 18. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
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adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 18. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 18
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti yang disajikan pada
Gambar 4.12 berikut.
Gambar 4.12: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 18 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.12, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 18 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda pada
saat frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi
tinggi sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 18
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(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 18 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA, dan sistem tereduksi total orde 18 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.13 berikut.
Gambar 4.13: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 18 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 18 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.13, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 18 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 18 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung berbeda dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal dan
sistem tereduksi total dengan menggunakan SPA maupun
BT (Ars, Brs, Crs, Drs) orde 18 mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D).
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Error dari Sistem Tereduksi Orde 18
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.14 berikut.
Gambar 4.14: Error Sistem Tereduksi Orde 18
Berdasarkan Gambar 4.14, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 18 dapat disajikan pada Tabel 4.19
berikut.
Tabel 4.19: Error dari Sistem Tereduksi Orde 18
Frekuensi SPA BT
1.0093 100.1139 100.0799
100 0.0068 0.0020
Dari Tabel 4.19, dapat dilihat bahwa error sistem
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tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih lebih
besar dari error sistem tereduksi dengan BT. Begitupula
pada frekuensi tinggi berlaku sama.
Reduksi SPA Orde 6
Dengan oreder 6, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
 −0.7443 −0.0215 −0.2135 0.1276 0.1672 −0.34730.2446 0.2352 0.0746 0.0511 −0.4881 −0.2681−0.2220 0.2555 0.1955 −0.8191 −0.0771 −0.3128−0.1093 −0.0615 0.7947 0.3572 −0.1660 −0.3083
−0.0474 0.3806 −0.2785 0.0665 −0.6348 0.1144
−0.0801 −0.1077 −0.3991 0.2750 −0.1872 −0.4905

B˜sr =
 −0.4870−2.58090.40642.1933
1.9136
0.2834

C˜sr = ( −0.4012 2.9287 0.2628 2.1933 1.2862 0.5861 )
D˜sr = ( −1.9999 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat disajikan pada Tabel 4.20 berikut.
Tabel 4.20: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 6
i |λi|
1 0.9166
2 0.9166
3 0.9729
4 0.1307
5 0.5739
6 0.5739
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Berdasarkan Tabel 4.20, terlihat bahwa nilai absolut dari
nilai eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 6
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 6
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 6. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 6. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 6
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak
stabil (Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi
total dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 19
seperti yang tertulis pada Lampiran H. Selanjutnya akan
diselidiki sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang
berupa sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A˜r seperti
yang disajikan pada Tabel 4.21 berikut.
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Tabel 4.21: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 19
i |λi|
1 0.9166
2 0.9166
3 0.9729
4 0.1307
5 0.5739
6 0.5739
7 2.6659
8 1.8249
9 1.8249
10 1.4294
11 1.4294
12 2.0448
13 2.0448
14 1.8865
15 1.8865
16 1.1271
17 1.1271
18 1.1499
19 1.1499
Berdasarkan Tabel 4.21, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
13, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 19. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
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adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 19. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 19
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti yang disajikan pada
Gambar 4.15 berikut.
Gambar 4.15: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 19 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.15, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 19 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda pada
saat frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi
tinggi sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 19
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(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 19 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA, dan sistem tereduksi total orde 19 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.16 berikut.
Gambar 4.16: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 19 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 19 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.16, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 19 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 19 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung berbeda dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal dan
sistem tereduksi total dengan menggunakan SPA maupun
BT (Ars, Brs, Crs, Drs) orde 19 mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D).
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Error dari Sistem Tereduksi Orde 19
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.17 berikut.
Gambar 4.17: Error Sistem Tereduksi Orde 19
Berdasarkan Gambar 4.17, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 19 dapat disajikan pada Tabel 4.22
berikut.
Tabel 4.22: Error dari Sistem Tereduksi Orde 19
Frekuensi SPA BT
1.0093 99.5096 99.4318
100 0.0018 0.0018
Dari Tabel 4.22, dapat dilihat bahwa error sistem
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tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih lebih besar
dari error sistem tereduksi dengan BT. Begitupula pada
frekuensi tinggi error sistem tereduksi dengan SPA sama
dengan error sistem tereduksi dengan BT.
Sistem Awal (Simulasi 2)
Pada simulasi ini, akan diambil sistem awal (A,B,C,D)
yang merupakan sistem linier waktu diskrit sebagai berikut:
Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem (A,B,C,D)
yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian, dan
keteramatan.
Kestabilan dari sistem awal (A,B,C,D) dapat ditentukan
berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti yang
disajikan pada Tabel 4.23 berikut.
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Tabel 4.23: Nilai Eigen dari Sistem Awal (A,B,C,D)
i |λi|
1 2.2000
2 2.1000
3 1.5000
4 1.3000
5 0.8000
6 0.7000
7 0.5000
8 0.1000
9 0.1000
10 0.3000
11 0.4000
12 1.2000
13 1.4000
14 1.7000
15 2.1000
Berdasarkan Tabel 4.23, terlihat bahwa nilai absolut dari
eigen matriks A yang bernilai lebih dari 1 berjumlah 8, maka
berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem awal (A,B,C,D) adalah
tidak stabil.
Keterkendalian sistem awal (A,B,C,D) dapat ditentukan
berdasarkan rank dari matriks keterkendalian Mc. Dengan
menggunakan software MATLAB R2010a, dapat diketahui
bahwa rank dari materiks keterkendalian Mc pada sistem
awal (A,B,C,D) adalah 15. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem awal (A,B,C,D) dapat ditentukan
berdasarkan rank dari matriks keteramatan Mo. Dengan
menggunakan software MATLAB R2010a, dapat diketahui
bahwa rank dari materiks keteramatan Mo pada sistem awal
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(A,B,C,D) adalah 15. Maka berdasarkan Teorema 2.2.3
sistem awal (A,B,C,D) adalah teramati.
Berdasarkan Teorema 2.2.4, kita akan mendapatkan
gramian keterkendalian W dan gramian keteramatan M ,
jika sistem yang diberikan adalah stabil (dalam hal ini
stabil asimtotik), terkendali, dan teramati. Sehingga
apabila diberikan suatu sistem awal yang tidak stabil,
terkendali, dan teramati, maka berdasarkan Definisi 2.2.4,
kita tidak bisa mendapatkan gramian keterkendalian W
dan gramian keteramatan M yang mana berfungsi untuk
membentuk sistem setimbang. Sistem setimbang adalah
salah satu tahapan dari sistem awal sebelum dapat direduksi
menggunakan metode SPA.
Oleh karena itu, perlu adanya dekomposisi sistem tak
stabil (pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tak
stabil).
Pada dekomposisi sistem tak stabil, dilakukan
transformasi sistem menggunakan matriks unitary Ud.
Diperoleh matriks unitary Ud seperti yang tertulis pada
Lampiran I. Selanjutnya dilakukan trnasformasi tahap
kedua Wd. Diperoleh matriks unitary Ud seperti yang tertulis
pada Lampiran J. Sehingga diperoleh hasil dekomposisi
sistem tak stabil sebagai berikut:
Sub Sistem Stabil
As =

−0.1 0 0 0 0 0 0
0 0.1 0 0 0 0 0
0 0 0.3 0 0 0 0
0 0 0 0.4 0 0 0
0 0 0 0 −0.5 0 0
0 0 0 0 0 −0.7 0
0 0 0 0 0 0 −0.8

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Bs =

−1
−1
−1
−1
1
−1
1

Cs =
( −1 −1 −1 −1 1 −1 1 )
Ds =
( −1 )
Pada subsistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) diatas, dapat
dilakukan analisis kestailan, keterkendalian dan Keteramatan.
Kestabilan dari subsistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks As seperti
yang disajikan pada Tabel 4.24 sebagai berikut.
Tabel 4.24: Nilai Eigen dari Sub Sistem Stabil
i |λi|
1 0.8000
2 0.7000
3 0.5000
4 0.1000
5 0.1000
6 0.3000
7 0.4000
Berdasarkan Tabel 4.24, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks As suluruhnya bernilai kurang
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dari 1, berdasarkan Teorema 2.2.1 sub sistem stabil
(As, Bs, Cs, DS) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian Mc pada
sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah 7. Maka berdasarkan
Teorema 2.2.2 sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah
terkendali.
Keteramatan sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan Mo.
Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan Mo pada
sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah 7. Maka berdasarkan
Teorema 2.2.3 sub sistem stabil (As, Bs, Cs, DS) adalah
teramati.
Sub Sistem Tak Stabil
Au =

1.4 0 0 0 0 0 0 0
0 −2.2 0 0 0 0 0 0
0 0 1.7 0 0 0 0 0
0 0 0 −1.3 0 0 0 0
0 0 0 0 1.2 0 0 0
0 0 0 0 0 2.1 0 0
0 0 0 0 0 0 −2.1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1.5

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Bu =

1
1
1
1
1
−1
1
1

Cu =
(
1 1 1 1 1 −1 1 1 )
Du =
(
0
)
Pada subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) , dapat
dilakukan analisis kestailan, keterkendalian dan Keteramatan.
Kestabilan dari subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du)
dapat ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks Au
seperti yang disajikan pada Tabel 4.25 berikut.
Tabel 4.25: Nilai Eigen dari Sub Sistem Tak Stabil
i |λi|
1 2.2000
2 2.1000
3 1.5000
4 1.3000
5 1.2000
6 1.4000
7 1.7000
8 2.1000
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Berdasarkan Tabel 4.25, terlihat bahwa nilai absolut dari
eigen matriks Au suluruhnya bernilai lebih dari 1, berdasarkan
Teorema 2.2.1 subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) adalah
tidak stabil.
Keterkendalian subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian Mc. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari materiks
keterkendalian Mc pada subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du)
adalah 8. Maka berdasarkan Teorema 2.2.2 subsistem tak
stabil (Au, Bu, Cu, Du) adalah terkendali.
Keteramatan subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada subsistem tak stabil (Au, Bu, Cu, Du) adalah 8.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.3 subsistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) adalah teramati.
Sistem Setimbang
Selanjuntnya adalah membentuk sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dari subsistem stabil digunakan software
MATLAB R2010a, didapatkan sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) sebagai berikut:
A˜s =

−0.3776 −0.4367 0.0353 0.0001 0.0005 0.0001 0
−0.4367 −0.1513 −0.2822 0.0346 −0.0012 −0.0005 0
0.0353 −0.2822 −0.2785 −0.3416 −0.0284 −0.0012 −0.0002
0.0001 0.0346 −0.3416 −0.2289 0.2601 0.0390 0.0015
0.0005 −0.0012 −0.0284 0.2601 −0.3583 0.3320 −0.0059
0.0001 −0.0005 −0.0012 0.0390 0.3320 −0.0609 −0.1715
0 0 −0.0002 0.0015 −0.0059 −0.1715 0.1555

B˜s =

−2.5823
0.5738
0.0502
−0.0124
−0.0003
0.0001
0

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C˜s = ( −2.5823 0.5738 0.0502 −0.0124 −0.0003 0.0001 0 )
D˜s = ( −1 )
Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W˜
dan gramian keteramatan M˜ dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s), diperoleh:
W˜ =

8.2124 0 0 0 0 0 0
0 1.9551 0 0 0 0 0
0 0 0.1858 0 0 0 0
0 0 0 0.0257 0 0 0
0 0 0 0 0.0022 0 0
0 0 0 0 0 0.0003 0
0 0 0 0 0 0 0.0000

M˜ =

8.2124 0 0 0 0 0 0
0 1.9551 0 0 0 0 0
0 0 0.1858 0 0 0 0
0 0 0 0.0257 0 0 0
0 0 0 0 0.0022 0 0
0 0 0 0 0 0.0003 0
0 0 0 0 0 0 0.0000

Dapat dilihat bahwa nilai dari W˜ = M˜ yang sama artinya
dengan W˜ = M˜ = Σ, dengan Σ = diag(σ1, σ2, ..., σn, dengan
σ adalah nilai singular Hankel, maka didaptkan nilai singular
Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 4.26 berikut.
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Tabel 4.26: Nilai Singular Hankel
i |λi|
1 8.2124
2 1.9551
3 0.1858
4 0.0257
5 0.0022
6 0.0003
7 0.0000
Berdasarkan Tabel 4.26, terlihat bahwa semua nilai
singular Hankel adalah positif dan determinan dari nilai
singular Hankel tidak sama dengan 0.
Nilai singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui
grafik, yang disajikan oleh Gambar 4.18 berikut.
Gambar 4.18: Nilai Singular Hankel
Kestabilan dari sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
disajikan pada Tabel 4.27 berikut.
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Tabel 4.27: Nilai Eigen dari Sistem Setimbang
i |λi|
1 0.8000
2 0.7000
3 0.5000
4 0.1000
5 0.4000
6 0.3000
7 0.1000
Berdasarkan Tabel 4.27, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜s seluruhnya bernilai kurang dari
1, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
M˜c. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
M˜c pada sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah 7.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah terkendali.
Keteramatan sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
M˜o pada sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah 7.
Maka berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) adalah teramati.
Frekuensi respon antara subsistem stabil dengan sistem
setimbang yang disajikan pada Gambar 4.19 berikut.
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Gambar 4.19: Frekuensi Respon antara Subsistem Stabil
(As, Bs, Cs, Ds) dan Sistem Setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
Berdasarkan pada Gambar 4.19 dapat dilihat bahwa
frekuensi respon antara sub sistem stabil (As, Bs, Cs, Ds) dan
sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) memiliki kesamaan, baik
dalam frekuensi rendah maupun frekuensi tinggi.
Sebelum direduksi sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
dengan menggunakan metode SPA, berdasarkan Teorema
2.2.6. Didapatkan hasil dari syarat orde berapa saja kita
dapat mereduksi dengan SPA seperti Tabel 4.28 berikut:
Tabel 4.28: Syarat Orde Tereduksi dengan SPA Simulasi 2
Orde Reduksi ‖ Gs −Gsr ‖∞ 2σr+1 Keterangan
1 64.9016 113.7610 Memenuhi
2 25.4894 57.7285 Memenuhi
3 27.0559 30.9681 Memenuhi
4 3.3207 5.3010 Memenuhi
5 1.7688 1.9581 Memenuhi
6 0.0905 0.0906 Memenuhi
Berdasarkan Tabel 4.28 dapat disimpulkan bahwa kita
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dapat mereduksi sistem dengan SPA (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) ke
dalam bentuk orde 1,2,3,4,5, dan 6.
Sebelum direduksi sistem setimbang (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s)
dengan menggunakan metode SPA, maka akan di cek
kembali syarat dimana kita bisa mereduksi sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) sesuai dengan Teorema 2.2.6. Didapatkan
hasil dari syarat orde berapa saja kita dapat mereduksi
dengan BT seperti Tabel 4.29 berikut:
Tabel 4.29: Syarat Orde Tereduksi dengan BT Simulasi 2
Orde Reduksi ‖ Gs −Gsr ‖∞ 2σr+1 Keterangan
1 3.8424 4.3382 Memenuhi
2 0.4243 0.4281 Memenuhi
3 0.0561 0.0563 Memenuhi
4 0.0051 0.0051 Memenuhi
5 0.0006 0.0006 Memenuhi
6 0.000017 0.000017 Memenuhi
Berdasarkan Tabel 4.29 dapat disimpulkan bahwa kita
dapat mereduksi sistem dengan BT (A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) ke dalam
bentuk orde 1,2,3,4,5, dan 6.
Dalam tugas akhir ini akan dibahas simulasi dengan orde
2,4,5, dan 6 sebagai berikut.
Reduksi SPA Orde 2
Dengan oreder 2, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
( −0.5691 −0.3221
−0.3222 0.1150
)
B˜sr =
(
2.3669
−1.1712
)
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C˜sr =
(
2.3669 −1.1708 )
D˜sr =
( −0.9974 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.30 berikut.
Tabel 4.30: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 2
i |λi|
1 0.6969
2 0.2429
Berdasarkan Tabel 4.30, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 2
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 2
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 2. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 2. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 2
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 2 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak
stabil (Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi
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total dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 10
seperti yang tertulis pada Lampiran K. Selanjutnya akan
diselidiki sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang
berupa sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.31 berikut.
Tabel 4.31: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 10
i |λi|
1 0.6969
2 0.2429
3 1.4000
4 2.2000
5 1.7000
6 1.3000
7 1.2000
8 2.1000
9 2.1000
10 1.5000
Berdasarkan Tabel 4.31, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
8, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 10. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
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Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 10. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 10
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti yang disajikan pada
Gambar 4.20 berikut.
Gambar 4.20: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 10 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.20, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 10 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung sama pada saat
frekuensi rendah.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
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dengan sistem tereduksi total orde 10 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA, dan sistem tereduksi total orde 10 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.21 berikut. Pada Gambar 4.21, terlihat
Gambar 4.21: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 10 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 10 dengan BT terhadap Output
bahwa sistem tereduksi total orde 10 (Ar, Br, Cr, Dr)
dengan SPA maupun sistem tereduksi total orde 10
(Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D) pada
saat frekuensi rendah.
Error dari Sistem Tereduksi Orde 10
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.22 berikut.
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Gambar 4.22: Error Sistem Tereduksi Orde 10
Berdasarkan Gambar 4.22, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 10 dapat disajikan pada Tabel 4.32
berikut.
Tabel 4.32: Error dari Sistem Tereduksi Orde 10
Frekuensi SPA BT
1.0093 0.1783 0.2951
100 0.0026 3.712× 10−4
Dari Tabel 4.32, dapat dilihat bahwa error sistem
tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih kecil dari
error sistem tereduksi dengan BT. Sedangkan pada frekuensi
tinggi berlaku sebaliknya.
Reduksi SPA Orde 3
Dengan oreder 3, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
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(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
 −0.5715 0.3244 0.07240.3244 0.1030 −0.2623
0.0724 −0.2623 −0.2336

B˜sr =
 −2.3630−1.1762
−0.1809

C˜sr =
( −2.3630 −1.1762 −0.1809 )
D˜sr =
( −0.9999 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.33 berikut.
Tabel 4.33: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 3
i |λi|
1 0.3221
2 0.7593
3 0.2649
Berdasarkan Tabel 4.33, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 3
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 3
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 3. Maka berdasarkan Teorema
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2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 3. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 3
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 3 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi total
dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 11 seperti
yang tertera pada Lampiran L. Selanjutnya akan diselidiki
sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang berupa sifat
kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.34 berikut.
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Tabel 4.34: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 11
i |λi|
1 0.2627
2 0.7806
3 0.4579
4 1.4000
5 2.2000
6 1.7000
7 1.3000
8 1.2000
9 2.1000
10 2.1000
11 1.5000
Berdasarkan Tabel 4.34, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
8, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 11. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 11. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
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Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 11
(Ar, Br, Cr, Dr) SPA seperti pada Gambar 4.23 berikut.
Gambar 4.23: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 11 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.23, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 11 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung sama pada saat
frekuensi rendah.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 16 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA, dan sistem tereduksi total orde 11 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.24 berikut.
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Gambar 4.24: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 11 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 11 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.24, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 11 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 11 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung sama dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Error dari Sistem Tereduksi Orde 11
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.25 berikut.
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Gambar 4.25: Error Sistem Tereduksi Orde 11
Berdasarkan Gambar 4.25, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 11 dapat disajikan pada Tabel 4.35
berikut.
Tabel 4.35: Error dari Sistem Tereduksi Orde 11
Frekuensi SPA BT
1.093 0.0249 0.0371
100 1.3370× 10−4 5.5185× 10−7
Dari Tabel 4.35, dapat dilihat bahwa error sistem
tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih kecil dari
error sistem tereduksi dengan BT. Sedangkan pada frekuensi
tinggi berlaku sebaliknya.
Reduksi SPA Orde 4
Dengan oreder 4, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
125
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =

0.1233 0.2987 −0.2317 −0.0885
0.2987 −0.5949 0.0786 0.0172
−0.2317 0.0786 −0.3867 0.3245
−0.0889 0.0173 0.3262 −0.1164

B˜sr =

−1.2642
−2.3172
−0.1784
−0.0261

C˜sr =
( −1.2642 −2.3172 −0.1784 −0.0260 )
D˜sr =
( −1 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.36 berikut.
Tabel 4.36: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 4
i |λi|
1 0.3642
2 0.0024
3 0.7852
4 0.5561
Berdasarkan Tabel 4.36, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 4
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
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keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 4
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 4. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 4. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 4
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak stabil
(Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi total
dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 12 seperti
yang tertera pada Lampiran M.
Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian,
dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.37 berikut.
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Tabel 4.37: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 12
i |λi|
1 0.3395
2 0.0913
3 0.7928
4 0.6108
5 1.4000
6 2.2000
7 1.7000
8 1.3000
9 1.2000
10 2.1000
11 2.1000
12 1.5000
Berdasarkan Tabel 4.37, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
8, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 12. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 12. Maka
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berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut grafik frekuensi response antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 12 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA seperti Gambar 4.26 berikut.
Gambar 4.26: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 12 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.26, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 12 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda
pada saat frekuensi rendah, sedangkan pada frekuensi
tinggi sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 12
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama. Adapun perbandingan frekuensi
respon antara sistem awal dan sistem tereduksi total orde 12
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA, dan sistem tereduksi total orde
12 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan Pemotongan Setimbang (BT),
pada Gambar 4.27 berikut.
129
Gambar 4.27: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 12 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 12 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.27, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 12 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 12 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung berbeda dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal dan
sistem tereduksi total dengan menggunakan SPA maupun
BT (Ars, Brs, Crs, Drs) orde 12 mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D).
Error dari Sistem Tereduksi Orde 12
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.28 berikut.
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Gambar 4.28: Error Sistem Tereduksi Orde 12
Berdasarkan Gambar 4.28, terlihat bahwa error dari
sistem tereduksi orde 12 disajikan pada Tabel 4.38 berikut.
Tabel 4.38: Error dari Sistem Tereduksi Orde 12
Frekuensi SPA BT
1.0093 0.0019 0.0035
100 7.6764× 10−8 8.2279× 10−8
Dari Tabel 4.38, dapat dilihat bahwa error sistem
tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih lebih
kecil dari error sistem tereduksi dengan BT. Sedangkan pada
frekuensi tinggi error sistem tereduksi dengan SPA dan error
sistem tereduksi dengan BT hampir mendekati sama.
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Reduksi SPA Orde 5
Dengan oreder 5, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
 −0.0198 0.0236 −0.2711 0.0857 0.23070.0236 −0.4114 0.4384 −0.0874 0.0707−0.2711 0.4384 −0.1512 −0.0765 −0.0139
0.0857 −0.0874 −0.0765 −0.6022 0.1232
0.2308 0.0707 −0.0139 0.1232 −0.1002

B˜sr =
 0.0457−2.3091−0.5739
1.1562
−0.0074

C˜sr = ( 0.0457 −2.3091 −0.5739 1.1562 −0.0074 )
D˜sr = ( −1 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan nilai (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) seperti
yang disajikan pada Tabel 4.39 berikut.
Tabel 4.39: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 5
i |λi|
1 0.3763
2 0.0866
3 0.3153
4 0.7942
5 0.6383
Berdasarkan Tabel 4.39, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 5
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
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Keterkendalian sistem tereduksi orde 4 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 5
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 5. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 5. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 5
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 5 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak
stabil (Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi
total dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 13
seperti yang tertulis pada Lampiran N. Selanjutnya akan
diselidiki sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang
berupa sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A seperti
yang disajikan pada Tabel 4.40 berikut.
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Tabel 4.40: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 13
i |λi|
1 0.3663
2 0.0329
3 0.4366
4 0.7985
5 0.6804
6 1.4000
7 2.2000
8 1.7000
9 1.3000
10 1.2000
11 2.1000
12 2.1000
13 1.5000
Berdasarkan Tabel 4.40, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
8, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 13. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
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Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 13. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 13
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti yang disajikan pada
Gambar 4.29 berikut.
Gambar 4.29: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 13 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.29, terlihat bahwa sistem awal dengan
sistem tereduksi total orde 13 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda pada
saat frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi
tinggi sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 13
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 13 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
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SPA, dan sistem tereduksi total orde 13 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.30 berikut.
Gambar 4.30: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 13 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 13 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.30, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 13 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 13 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung berbeda dengan sistem awal
(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal dan
sistem tereduksi total dengan menggunakan SPA maupun
BT (Ars, Brs, Crs, Drs) orde 13 mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D).
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Error dari Sistem Tereduksi Orde 13
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan
SPA dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem
awal dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada
Gambar 4.31 berikut.
Gambar 4.31: Error Sistem Tereduksi Orde 13
Berdasarkan Gambar 4.31, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 13 dapat disajikan pada Tabel 4.41
berikut.
Tabel 4.41: Error dari Sistem Tereduksi Orde 13
Frekuensi SPA BT
1.0093 3.2722× 10−4 3.5117× 10−4
100 4.8305× 10−4 1.6645× 10−9
Dari Tabel 4.41, dapat dilihat bahwa error sistem
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tereduksi dengan SPA pada frekuensi rendah lebih lebih
besar dari error sistem tereduksi dengan BT. Begitupula
pada frekuensi tinggi berlaku sama.
Reduksi SPA Orde 6
Dengan oreder 6, maka dari sistem setimbang
(A˜s, B˜s, C˜s, D˜s) dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) yaitu:
A˜sr =
 −0.5617 0.0358 0.0758 −0.1226 0.1890 −0.15140.0358 −0.2766 −0.1030 0.2779 0.0967 −0.35850.0758 −0.1030 0.1421 0.0317 0.0865 0.1178−0.1226 0.2779 0.0317 −0.3167 −0.0082 −0.1812
0.1890 0.0967 0.0865 −0.0082 0.0279 −0.2636
−0.1514 −0.3585 0.1178 −0.1812 −0.2636 −0.4355

B˜sr =
 −2.3028−0.0435−0.12530.2304
−1.2339
0.3223

C˜sr = ( −2.3028 −0.0435 −0.1253 0.2304 −1.2339 0.3223 )
D˜sr = ( −1 )
Kestabilan dari sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
seperti yang disajikan pada Tabel 4.42 berikut.
138
Tabel 4.42: Nilai Eigen dari Sistem Tereduksi Orde 6
i |λi|
1 0.7995
2 0.6950
3 0.4877
4 0.0526
5 0.3907
6 0.2235
Berdasarkan Tabel 4.42, terlihat bahwa nilai absolut dari
nilai eigen matriks A˜sr seluruhnya bernilai kurang dari 1,
maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi Orde 6
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah stabil asimtotik.
Keterkendalian sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks
keterkendalian M˜c. Dengan menggunakan software
MATLAB R2010a, dapat diketahui bahwa rank dari
materiks keterkendalian M˜c pada sistem tereduksi orde 6
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 6. Maka berdasarkan Teorema
2.2.2 sistem awal (A,B,C,D) adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr)
dapat ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
M˜o. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a, dapat
diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan M˜o pada
sistem tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah 6. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi orde 6
(A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) adalah teramati.
Selanjutnya, akan dilakukan penggabungan antara sistem
tereduksi orde 6 (A˜sr, B˜sr, C˜sr, D˜sr) dan sub sistem tak
stabil (Au, Bu, Cu, Du) yang menghasilkan sistem tereduksi
total dengan menggunakan SPA (Ar, Br, Cr, Dr) orde 14
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seperti yang tertulis pada Lampiran O. Selanjutnya akan
diselidiki sifat dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) yang
berupa sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan.
Kestabilan dari sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan nilai |λ| dari eigen matriks A˜r seperti
yang disajikan pada Tabel 4.43 berikut.
Tabel 4.43: Nilai Eigen dari sistem tereduksi orde 14
i |λi|
1 0.3868
2 0.1983
3 0.0700
4 0.4968
5 0.8000
6 0.6993
7 1.4000
8 2.2000
9 1.7000
10 1.3000
11 1.2000
12 2.1000
13 2.1000
14 1.5000
Berdasarkan Tabel 4.43, terlihat bahwa nilai absolut
dari eigen matriks Ar yang bernilai lebih dari 1 berjumlah
8, maka berdasarkan Teorema 2.2.1 sistem tereduksi
(Ar, Br, Cr, Dr) adalah tidak stabil.
Keterkendalian sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian
Mc. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
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dapat diketahui bahwa rank dari materiks keterkendalian
Mc pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 14. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.2 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah terkendali.
Keteramatan sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) dapat
ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan
Mo. Dengan menggunakan software MATLAB R2010a,
dapat diketahui bahwa rank dari materiks keteramatan
Mo pada sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr) adalah 14. Maka
berdasarkan Teorema 2.2.3 sistem tereduksi (Ar, Br, Cr, Dr)
adalah teramati.
Berikut ini akan disajikan grafik frekuensi response
antara sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 14
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA seperti yang disajikan pada
Gambar 4.32 berikut.
Gambar 4.32: Frekuensi Response antara Sistem Awal dan
Sistem Tereduksi Total Orde 14 dengan SPA terhadap Output
Pada Gambar 4.32, terlihat bahwa sistem awal dengan
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sistem tereduksi total orde 14 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA
mempunyai frekuensi respon yang cenderung berbeda pada
saat frekuensi rendah. Sedangkan pada saat frekuensi
tinggi sistem awal dengan sistem tereduksi total orde 14
(Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama.
Adapun perbandingan frekuensi respon antara sistem awal
dengan sistem tereduksi total orde 14 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan
SPA, dan sistem tereduksi total orde 14 (Ars, Brs, Crs, Drs)
dengan Pemotongan Setimbang (BT), seperti yang disajikan
pada Gambar 4.33 berikut.
Gambar 4.33: Frekuensi Response antara Sistem Awal,
Sistem Tereduksi Total Orde 14 dengan SPA, dan Sistem
Tereduksi Total Orde 14 dengan BT terhadap Output
Pada Gambar 4.33, terlihat bahwa sistem tereduksi total
orde 14 (Ar, Br, Cr, Dr) dengan SPA maupun sistem tereduksi
total orde 14 (Ars, Brs, Crs, Drs) dengan BT mempunyai
frekuensi respon yang cenderung berbeda dengan sistem awal
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(A,B,C,D) pada saat frekuensi rendah.
Sedangkan pada saat frekuensi tinggi sistem awal dan
sistem tereduksi total dengan menggunakan SPA maupun
BT (Ars, Brs, Crs, Drs) orde 14 mempunyai frekuensi respon
yang cenderung sama dengan sistem awal (A,B,C,D).
Error dari Sistem Tereduksi Orde 14
Perbandingan dari error reduksi model menggunakan SPA
dan redukasi model menggunaka BT terhadap sistem awal
dapat dilihat melalui grafik yang akan disajikan pada Gambar
4.34 berikut.
Gambar 4.34: Error Sistem Tereduksi Orde 14
Berdasarkan Gambar 4.34, terlihat bahwa nilai error dari
sistem tereduksi orde 14 dapat disajikan pada Tabel 4.44
berikut.
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Tabel 4.44: Error dari Sistem Tereduksi Orde 14
Frekuensi SPA BT
1.0093 1.2732× 10−5 9.3017× 10−6
100 1.9476× 10−11 3.5939× 10−12
Berdasarkan Tabel 4.44, dapat dilihat bahwa error dari
sistem tereduksi dengan SPA dan sistem tereduksi dengan BT
cenderung hampir mendekati sama disegala frekuensi.
Halaman ini sengaja dikosongkan.
BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk penelitian selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah disajikan
pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal
sebagai berikut :
1. Berdasarkan analisis sistem pada Simulasi 1 dan
Simulasi 2, dapat disimpulkan bahwa sistem tereduksi
akan memiliki sifat yang sama dengan sistem awal
yaitu sifat kestabilan (tidak stabil), keterkendalian, dan
keteramatan.
2. Berdasarkan simulasi dapat disimpulkan bahwa
frekuensi respon untuk sistem tereduksi yang memiliki
orde kecil (variabel state yang direduksi banyak)
dengan metode SPA cenderung sama pada saat
frekuensi rendah.
3. Berdasarkan hasil simulasi dari perbandingan error
antara sistem tereduksi dengan SPA dan sistem
tereduksi dengan BT, disajikan pada Tabel 5.1 berikut.
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Tabel 5.1: Perbandingan Error Sitem Tereduksi
Berdasarkan Orde dari Sistem Tereduksi terhadap Frekuensi
Respon
5.2 Saran
Pada Tugas Akhir ini hanya dibahas mengenai sistem awal
yang tak stabil, terkendali, dan teramati. Untuk selanjutnya,
dapat dikembangkan reduksi model untuk sistem yang tak
stabil, tak terkendali, dan tak teramati.
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